10. Aplicaciones de de la integral

Volumen de solidos de revolucion

Definicion

[a, & .

Sea 'funa funcion definida en el intervalo

Recibe el nombre de solido de revolucion, el solido generado al girar

alrededor del eje =, la region limitada por la grafica de - ﬁz}, el eje

=y las graficas de * =ay = =b. El eje xes un eje de simetria de dicho
solido y una seccion recta perpendicular al eje =es un circulo.

Para determinar el volumen de este tipo de solidos, seguiremos un procedimiento similar al
utilizado para el area de una region, aproximando el *“volumen" de un so6lido de revolucion por
medio de una suma de volimenes de solidos mas elementales, en los que el volumen ya ha sido
definido.

Vamos a considerar discos o cilindros circulares como los solidos elementales, suponiendo que
el volumen de un disco circular es, por definicion, el producto del area Ade la base por el
espesor d(o altura).
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{70, T1, 2. .. ;Tic 1, Ty - - ;Tn—1,Tn ]y



MAr, =1, | — 14 ie-1,23 ... .n
donde 7 f,con U }.

In ={t1,t2,...,tn}

Sea un aumento de

. ) . Ary) Ams, Az, AT
Consideremos ahora los ndiscos circulares, cuyos sensores son , ¥

Flt), flgz), ..., J(&), .. ., ‘ff_ﬁn}

cuyas bases tienen radios
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El volumen del  ésimo disco es:

[f(t)]* - Az

La suma
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de los volimenes de los ndiscos nos da una aproximacion al volumen del sélido de revolucion.

Podemos suponer que mientras mas delgados sean los discos, mayor sera la aproximacion de la
suma anterior al volumen del solido. Se tiene entonces la siguiente definicion:
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Si existe un nimero ¥tal que dada exista para la cual
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para toda particion de y todo aumento de ,ycon , este nimero ¥es el

volumen del sélido obtenido por revolucion del area limitada por las graficas de

y=flz),y=0z=az alrededor del eje =.



h{z) = =[f(z]]* T [a,b
para

Si hes la funcion dada por , entonces la suma de aproximacion:
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utilizada en la definicion del volumen del s6lido de revolucion, puede escribirse como:

En:h(tij A
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k€ [Ti-1,Ti], ATi = Ti-1 — T

donde

Luego, de la definicion de integral y de la definicion de v dada, se tiene que

v = [n{m;a‘m - fru{m;]*m
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Consideremos ahora dos funciones Iy continuas en el intervalo cerrado ! , tales que
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Deseamos determinar el volumen v del solido de revolucion generado al girar la region
Ralrededor del eje =(note que en este caso no giramos la region Ralrededor de una de sus
fronteras).

El solido generado se muestra en la siguiente figura:
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En este caso, los solidos elementales usados para obtener una suma de aproximacion del
volumen del solido de revolucion, seran anillos circulares.

. ., i, . , -, . . .
Se muestra a continuacion el ésimo rectangulo y el ésimo anillo circular generado al rotar
aquel alrededor del eje =.
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Luego, el area del anillo circular es:

wlf (t)]* — wlg(t:)]*

i—
por lo que el volumen del  ésimo elemento sélido sera:



AV; = a([f(£)]* - 9(k)]") - A

Entonces, la suma de aproximacion para el volumen del sélido de revolucion es:

i“ (™ = [9(E”) - Ay

Puede suponerse que mientras més delgados sean los anillos circulares, mayor sera la
aproximacion de la suma anterior al volumen del solido.
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Luego se tiene que:
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10.1. Longitud de curvas

Vamos a calcular la longitud de una curva yo= ﬂx}en un intervalo[a’ b] cuya derivada J1qlsea continua en en

[a,b].

; a esta porcion de grafica se le llama arco .

Para aproximar la longitud del arco s se va a usar ahora segmentos de recta que apromimen la longitud en
cada intervalo.

Se hace una particién ( puede ser regular) del intervalo [c:!, b];
A0 = @aX] XiqaXie e eeenen.Xn = bpara Xt pi-1 = Sxi1) y para %ipi = J%0) 4o manera que

el segmento P*-1 P! tiene longitud calculada por el teorema de Pitagoras

|P1'—1P1'| = y{(x!' — X )2 + (f(x!') _ﬂxi—l)jz .

Si se suma la longitud de cada segmento, plpl: p2pl yeen, PB pr-1* se obtiene una aproximacion a la

= i|P!-_1P1-| - il"”{(x!' - JCz'—l)12 + (ﬂ:x:') _ﬂxi—ljg

longitud total s =1

b =Ax =x—x,, — 0

Para poder ahora tomar el limite de la suma cuando la norma de la particidn
- ) , [a,B], .
utilizaremos que la funcion es derivable y continua en (condicidon que se puso para que fuera un

arco) y por lo tanto lo es en cada subintervalo [xl'—l ’xi]por lo que satisface el teorema del valor medio.

Luego existe ©F € [xi ’xi]tal que Fleadx —xi1) = fixg) — fxe) remplazando
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Ejemplo 1:Encontrar la longitud del segmento de parabola ¥ en el intervalo

2
= |1+ 4x2 dx
'D[ i J',.-'1+4x2 afxconx = %tanri-?

'
¥ o= 2‘xs . Resolviendo ahora

_I',e'l + dx? gy = %IsccEQ A48 = %secé‘tant—? + %]n|scc9+ tand| =

LT+ 47 + Lin| 1+ 4 + 2|

= [%x,f'1+4x2 +%]n‘,il+4x2 +2xH; = /17 + ;In{ /17 + 4)

s ( unidades lineales)

Ejemplo 2 : Encontrar la longitud de la curva ¥y = ﬁ X e [Da 4]

Como 24 y no es continua en el intervalo propuesto, podemos utilizar el hecho de que la longitud de la

— 2
curva L=y sera la misma para y & [ﬂ> 2:l( es practicamente utilizar la inversa) y ahora

2
& _ =2 =_D[,,I'1+4y2 dy

dp con lo cual s que es la calculada en el ejemplol.

3 x = [-3,-1]

Ejemplo 3: Calcular la longitud de la curva y=4x para
-1

.S‘=J-.,."1+9}C4 ax. .
-3 Pero no se puede encontrar antiderivada de ¥ 1+ 9x7. por lo tanto se puede

aproximar con algin método numérico como Regla de Simpson con n=2=6 , 0 n=8. (ejercicio)

Si llamamos s(x) la funcion longitud de arco para una arco ﬁ:x)x = [a’ b]

= :[ 1+ Lﬂ(f)]z ds: .'—1 N Lﬂ(x)]zdx(&?s )2 _ (afx)2 + (af'y)2

s(x)



10 .2. Calculo de areas

Ya se dijo que el desarrollo del cdlculo integral en buena medida se debe al problema de
calcular dreas de funciones como esta:

’,‘_’__r—

Una aproximacion para calcular el drea consiste en dividir el intervalo en otros mds pequefios y
calcular el drea de los rectdngulos que se forman bien al fomar el valor de la funcion en un
extremo del intervalo, bien en otro extremo, es decir:

Figura 11.1: Aproximacion del drea mediante rectdngulos mds pequefios que la funcion

En este caso, hemos dividido el intervalo mayor en 4 subintervalos mds pequefios y hemos fomado como
altura de los rectdngulos el valor de la funcidn en el extremo superior del intervalo.
Asi la suma de las dreas de los rectdngulos son mds pequefias que el drea buscada.

Area suma rectangulos< Area de la funcién

Esta suma, en la que la suma de las dreas de los rectdngulos es menor que el drea total se
denomina suma inferior de la funcién en el intervalo.
Pero podriamos haber tomado estos otros rectdngulos:

-j_f*_

Figura 11.2: Aproximacién del drea mediante rectdngulos mds grandes que la funcién

Ahora la suma del drea de los rectdngulos es mayor que el drea total, es decir:

Area de la funcién< Area suma rectingulos



Esta suma, en la que la suma de las dreas de los rectdngulos es mayor que el drea
total se denomina suma superior de la funcién en el intervalo.
Por tanto, el drea buscada estd entre la suma superior y la suma inferior de la funcion:

< <

Suma inferior Area Suma superior

Ademds, observemos lo que ocurre cuando los subintervalos que tfomamos son cada vez
menores:

Vemos que las sumas inferiores son cada vez mayores y cada vez mds cercanas al drea
buscada, a medida que los intervalos son mds pequefios.

Figura 11.3: La aproximacion se mejora al aumentar el ndmero de rectdngulos

Por contra, las sumas superiores son cada vez mds pequefias y también cada vez mds
cercanas al drea buscada, a medida que los intervalos son mds pequefios.

A medida que los subintervalos son menores, las sumas superiores e inferiores se
acercan al drea buscada. Para llegar a calcular dicha drea, necesitamos calcular una
suma infinita (la de los infinitos rectdngulos a medida que estos son mds pequefios),
cosa que en matemdticas se denomina sumar una serie.

Esto excede con mucho los contenidos del curso. Lo que se necesita saber es que
tanto las sumas superiores como las sumas inferiores convergen (se acercan) al drea
buscada, y dicha suma se representa, si la funcién es f (x) y el intervalo es [a, b], por la
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Ahora bien, el siguiente problema es como se calcula esta integral, pues en las
integrales indefinidas no habiamos incluido ningtn intervalo.

10.3. Areas entre curvas

Area de una regién comprendida entre dos curvas

-

Supongamos que se quiere calcular el area de la regidn limitada por las graficas de las funciones

ﬂ:x}y glix:'en el intervalo de x=-4 hasta x=0 que, como se ve graficamente corresponde a las
abscisas de los puntos de interseccion .

En este caso, dado que tanto ﬂx}como glix:'son funciones positivas,

]
| Axy dx =

—4 Area limitada por la curva ¥ =f(x]|, las rectas & — —4x =10

y el ejex

1]
J glx) dx
—4 ~ Area bajo la curva y¥= g(x:'entl‘e = _4Y x=0



o
| Aix) dx

Observamos que restando del drea mayor dada por —* el d&rea menor que esta dada por

]

_[ o xdx

—

se obtiene el drea que esta entre las dos.

Aqui se ilustra la situacién mas sencilla con ambas curvas positivas, pero esta situacidén se puede
generalizar

Si hacemos una particion del intervalo [_4’D]en un subintervalo cualquiera [%:-1 ’xi]si

£ € [xm ’xi]un rectangulo tipico seria Ax(fles) - gl:f‘i:':'; haciendo la suma de las areas de todos

] el

mez') - g(ﬁi))-ﬂ"z’x ]jﬂl?!—-"m Z(ﬂfﬁ' - g(ﬁij)ﬂz’x
los rectédngulos se obtiene =1 tomando ahora i=1 se
establece el resultado.

AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS .

Si fy g son funciones continuas en [a’b]y g(x) = Ax) para todo x = [a’b]el area de la
&

r=a x==~r _[(ﬂx}—g(xj) dx

region limitada por las curvas y= ﬂx}y y = glx) , las rectas y es @

Pasos a seguir : a) determinar las abcisas de los puntos de interseccién con fix) = glx)

b) Si no me dan intervalo donde se va a encontrar el area este presupone que
es entre los valores encontrados en a); de lo contrario se debe establecer cual(es)
esta(n) en el intervalo dado

c) Es util hacer una gréfica; si no se hace gréfica se miraré algebraicamente
cual de las dos curvas es la mayor en ordenada, en que intervalo.

Ejemplo 1: Encontar el area de la region comprendida entre las graficas de las curvas

¥ = SEMX,Y = COSX . [Usiﬂ]
: en el intervalo de 2

e : . y=sen(z ) /
L 1 : 3 a |5 '
+-1 F.=COS[.R:| 3]1;2




1) Puntos de interseccion
integracion
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1
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Area total

X
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4072

&

+|:q _,_l;:q

+|

Si las dos graficas estan dadas en términos de Jry no de ¥ los rectangulos que conducen al drea se
toman horizontales en vez de verticales con lo cual la variable de integracion sera ¥ se mirara ctal

curva es mayor en cuanto a abscisa se refiere para hacer ) - g[y}o g) =) segun sea el caso

= 2 —
Ejemplo 2:Calcular el drea de la regién limitada por la recta * tyt+2= Dy ye=x+4
Lo
R+¥+2=0
-6 - -2 :
¥ 2=+ %
2 _ A= 2 -0 = = = —
1) puntos de interseccion y 4 y-e=y'ty-2=0=y=1y 2
2) Las % de la recta son mayores (estan mas a la derecha) que las de la parabola
1 2 1 2 »o_t ! g
J(r-2-02-andy= [(*-y+Ddv=-T -2+ =2

3) Area =2 -2



Nota: Si se tomaran los rectangulos verticales de base Ax habria que hacer dos integrales donde una

tendria que ver Unicamente con la parabola para * < [_4’_3]y la otra si con la
parabola y la recta si x € [-3,0]
y=4(m+d] o
R+y+2=0
_E _ 2

R=-13 o [md :IV

=3 1]
= |25+ dx+ [((—x- 2 - (- x+ 40 dx
=3

Asi Area

1&

_ s PP iz _opp 2 l|EI 16
3(x+4)2|_4+ Lat—or+ 2(x+4)7 .

4
=2+
3

10 .4. Calculo de volumenes

Al introducir la integracién, vimos que el drea es solamente una de las muchas aplicaciones de la
integral definida. Otra aplicacidon importante la tenemos en su uso para calcular el volumen de un
solido tridimensional.

Si una regidn de un plano se gira alrededor de un eje E de ese mismo plano, se obtiene una region
tridimensional llamada sélido de revolucidn generado por la region plana alrededor de lo que se
conoce como eje de revolucidn. Este tipo de sélidos suele aparecer frecuentemente en ingenieria
y en procesos de produccién. Son ejemplos de sélidos de revolucidn: ejes, embudos, pilares,
botellas y émbolos.

Existen distintas formulas para el volumen de revolucién, segin se tome un eje de giro paralelo al
eje OX o al eje OY . Incluso a veces, es posible hallar el volumen de cuerpos que no son de
revolucion.



2. Volumenes de revolucion: El Método de las arandelas

El método de los discos puede extenderse facilmente para incluir sélidos de revoluciéon con un
agujero, reemplazando el disco representativo por una arandela representativa. La arandela se
obtiene girando un rectangulo alrededor de un eje. Si Ry r son los radios externos e internos de la
arandela, y w es la anchura de la arandela, entonces el volumen viene dado por:

2 2
Volumen de la arandela = 7(R™ —r")w

Entonces, generalizando de forma andloga como se hizo en el método de los discos, si tenemos
dos funciones continuas f (x) y g (x) definidas en un intervalo cerrado [a,b] con 0< g(x) < f(x), y las
rectas x = a, y x = b, el volumen engendrado se calcula restando los sélidos de revolucion
engendrados por los recintos de ambas funciones, es decir:

V= [x(f2(0) - g (x)dx

Si las funciones se cortan, habrd que calcular los volimenes de los sélidos engendrados en cada
uno de los subintervalos donde se puede aplicar el método anterior.

3. Método de secciones conocidas

En este apartado veremos como se calcula el volumen de algunos cuerpos geométricos cuando
conocemos el drea de las bases de los cilindros parciales en que hemos dividido el sélido. Con el
método de discos, podemos hallar el volumen de un sélido que tenga una seccién circular cuya
drea sea AA = mR>. Podemos generalizar este método a sdlidos de cualquier forma siempre y
cuando sepamos la férmula del drea de una seccidén arbitraria, como cuadrados, rectangulos,
triangulos, semicirculos y trapecios.

Consideremos un sélido que tiene la propiedad de que la seccién transversal a una recta dada
tiene drea conocida. Esto equivale a decir intuitivamente que en cada corte que hacemos,
conocemos el drea de la seccidn correspondiente.

En particular, supongamos que la recta es el eje OX y que el drea de la seccidén transversal esta
dada por la funcién A(x), definida y continua en [a,b]. La seccidn A(x) estd producida por el plano a
perpendicular a OX .

Siguiendo un proceso similar al realizado en la definicién de la integral de Riemann:

Elegimos una particion regular de [a,b]:

a=x,<x <..<x,,<x =b

n—1

Estas divisiones determinan en el sélido n secciones o rodajas cuya suma se aproxima al volumen
del mismo. Teniendo en cuenta que el volumen de un cilindro es nR? w, la suma de Riemann
asociada a la particién, y que da un volumen aproximado del sélido es:



> Ak~ %)

siendo:

e Siendo ¢; un punto intermedio del intervalo [x;1,x]
® W =X;-Xi.1, la altura de los cilindros parciales
e TR’ = A(c) el drea de la base de los cilindros parciales

Si el numero de cilindros parciales aumenta, su suma se aproxima cada vez mas al volumen del
solido; es decir:

V= L{m iA(ci)('xi - 'xi—l)

Por tanto, recordando la definicidén de integral definida de Riemann se obtiene que:
b
v = [ A(x)dx

Para hallar el volumen de un sélido por el método de las secciones, se procede como se indica a
continuacién:

1. Esbozar la figura, incluyendo un eje perpendicular a las secciones de area conocida (es decir, un
eje OX)

2. Escoger una seccion perpendicular al eje OX.

3. Expresar el area A (x) de la base de la seccién en términos de su posicidén x sobre el eje OX.

4. Integrar entre los limites apropiados.



10.5. Volumenes de sdélidos de revolucion

Volumenes de revolucion: Método de capas

En esta seccion estudiamos un método alternativo para el célculo de un volumen de un sdlido de
revolucién,

un método que emplea capas cilindricas.
Para introducir el método de capas, consideramos un rectangulo representativo, donde:

e W = anchura del rectangulo (espesor).
e  h=altura del rectangulo.
e p =distancia del centro del rectangulo al eje del giro (radio medio).

Cuando este rectangulo gira en torno al eje de revolucion, engendra una capa cilindrica (o tubo) de
anchura w. Para calcular el volumen de esta capa consideramos dos cilindros. El radio del mayor
corresponde al radio externo de la capa, y el radio del menor al radio interno de la capa. Puesto

que p es el radio medio de la capa, sabemos que el radio externo es p + (w/2), y el radio interno es
p-(w/2). Por tanto, el volumen de

la capa, viene dado por la diferencia:

Volumen de la capa = volumen del cilindro - volumen del agujero=

= 2nphw = 2mn(radio medio)(altura)(espesor)

Usamos esta férmula para calcular el volumen de un sélido de revolucién como sigue. Suponemos
que la region plana gira sobre una recta y engendra asi dicho sélido. Si colocamos un rectangulo de
anchura Ay paralelamente al eje de revolucidn, entonces al hacer girar la regién plana en torno al
eje de revolucidn, el rectangulo genera una capa de volumen:

AV =2 nt[p(y)h(y)]Ay

Si aproximamos el volumen del sélido por n de tales capas de anchura Ay, altura h( yi), y radio
medio p( y; ), tenemos:

volumen del sélido = iZ;r[p(yi)h(yi)]Ay = 2ﬂi[p(yi)h(yi)]Ay

i=1 i=1

Tomando el limite cuando n-><, tenemos que:

n—>0 i=

Volumen del sélido = [ 7 27an: [p(yi)h(yi)]Ay = 27z'|.[p(y)h(y)]dy



Por tanto, podemos enunciar el método de capas de la siguiente forma:

Para calcular el volumen de un sdélido de revolucidn con el método de capas, se usa una de las dos
siguientes opciones:

d
Eje horizontal de revolucion: V = 27ZI p(O)h(y)dy

b
Eje vertical de revolucion: V = 27ZI p(x)h(x)dx

Para hallar el volumen de un sélido por el método de capas, se procede como se indica a
continuacion.

1. Esbozar la regidn plana que va a ser girada, hallando los puntos de interseccién de las curvas
que la limitan.

2. Sobre el dibujo hallar un rectangulo paralelo al eje de revolucién.
3. Teniendo como base el boceto, escribir el volumen de la capa.
4. Integrar entre los limites apropiados.

Observacion: Los método de discos y de capas se distinguen porque en el de discos el rectangulo
representativo es siempre perpendicular al eje de giro, mientras que en el de capas es paralelo.

Con frecuencia uno de los dos métodos es preferible al otro.

Cdlculo de longitudes:

b
longitud de revolucién = 2ﬂjf(x)dx

b
longitud de revolucién entre funciones = 27z'.|.[f(x)— g(x)]dx

a



10.6. Calculo de volimenes por el método de los discos

El Método de los discos

Si giramos una region del plano alrededor de un eje obtenemos un sélido de revolucidn. El mas
simple de ellos es el cilindro circular recto o disco, que se forma al girar un rectangulo alrededor
de un eje adyacente a uno de los lados del rectangulo. El volumen de este disco de radio Ry de
anchura w es:

Volumen del disco =

Para ver cémo usar el volumen del disco para calcular el volumen de un sélido de revolucidn
general, consideremos una funcidon continua f (x ) definida en el intervalo [a,b], cuya grafica
determina con las rectas x=a, x=b, y = 0, el recinto R. Si giramos este recinto alrededor del eje OX
, obtenemos un sdlido de revolucién.

Se trata de hallar el volumen de este cuerpo engendrado por R. Para ello hay que seguir un
proceso similar al realizado en la definicidn de integral definida.

Elegimos una particion regular de [a, b]:
a=x,<x <..<x,,<x,=b

Estas divisiones determinan en el sélido n discos cuya suma se aproxima al volumen del mismo.

. . 2 . .
Teniendo en cuenta que el volumen de un disco es 7R @, la suma de Riemann asociada a la
particién, y que da un volumen aproximado del sélido es:

> A e)0x~5,)

siendo:
e G e(x,,x)
e =X —X_,,laaltura(anchura) de los cilindros parciales
e R = f(c,) el radio de los cilindros parciales

Si el numero de cilindros parciales aumenta, su suma se aproxima cada vez mas al volumen del
solido; es decir:

V= Lim> 2 e)x -,

n—owo  j=1

Por tanto, recordando la definicidén de integral definida de Riemann se obtiene que:



b
2
V=7 (x)dx
a
Ademas, si se toma el eje de revolucidn verticalmente, se obtiene una férmula similar:

V= [ (v)dy

10.7. Calculo de momentos, centros de masa y trabajo

Momentos y Centros de Masa

Suponga que cinco masas puntuales ( esto es tedrico en realidad ) estan situadas sobre una recta

o———+———o——-~—— - —— 0

g P2y ML X 0 el )

Sea *ila distancia dirigida ( quiere decir que es en el sentido habitual, si M1 esta a la derecha de

Dxi}-ﬂy Ox,; {D)

si Miesta a la izquierda de

i

El momento de con respecto a Desté definido como

n
Z LK

FLIXL + Bigxg + Haxs + HlaXa + PLSX5 4 o general con P masas i1 y el centro de masa

del sistema como
n
Zm;‘x;‘
_ i1
n
3 m
i1



Ejemplo 1: Si las masa son de 1,3,1,2,4 repectivamente y estan localizadas en los puntos (1,0)

3 . _ leZ-2-6-14
2 0) 20) 5= - 1.5
(2 (-2,0) (-3,0) (- 2 11 ; este es el punto en que se

equilibraria el sistema si se sostuviera en ese punto con un alfiler esa recta que no
tiene peso y que tiene las masa asi distribuidas

Si ahora se toman masas puntuales midistribuidas en diferentes puntos del plano Ly

2 m1|[x1,y1j|
1o |
| _rﬂzgc:z’.yzj
I ]
-2 :—1 4 2 3
, 11 o
-1 by
m3|:x3,y3]|

Momento con respecto al eje y =

n
Z B4
=1

( porque Lies la abscisa del punto y por lo tanto la distancia

dirigida al eje y)

Momento con respecto al eje x
n ( porque ¥ies la ordenada del punto y por lo tanto la distancia

dirigida al eje x)

n n
Z Miki Z mipi
= =1 = _ =1
n n
E mi _ M Z i _ Mr
=1 _ Masa #odal =1 _ Masa fodal

( x’y:'es sel centro de masa del sistema

Ejemplo 2: masas de 2,2,1,3,1,4 gramos estan localizadas respectivamente en los puntos (1,1)
(2,3) (4,6) (-3,1) (-2,-2) (-4,-1) . Encontrar el centro de masa del sistema

s 2rdrd-8-0-16 _ _ 1T
= 13 13 = -1.30



G 2rfrdr3-d-4 11
y= E e 0.846
En el punto (_1' S’D' 84ﬁj’se encuentra localizado el centro de masa de este sistema.

Este seria el punto donde se equilibraria, sostenido por un alfiler, el sistema suponiendo que las masas
estan distribuidas sobre una lamina extremadamente delgada que no tiene peso.

CENTRO DE MASA DE UNA REGION PLANA.

2 2
La regidn plana se va a tomar como una lamina bidimensional de densidad JD( eng/cm okg/m o

2
lb/p )

Si una regidn tiene un ejes de simetria, el centro de masa (si la densidad es uniforme ) estara sobre el
o los ejes de simetria: Asi un circulo tendrd su centro de masa en el centro que es el punto de
interseccidon de los diametros, un rectangulo en el punto de corte de sus diagonales, o en el punto de
interseccion de las rectas que bisectan sus lados.

Sea la region plana limitada por la curva ¥ = ﬂx}, las rectas * — a’ L= JE:'y el eje X

Consideremos una particiéon del intervalo
[a.b] a = xg,x15.0.... I IR 2 S Xin = b

Se toma

€EIFLC Lactangulo. Este tiene como base ~i ~ *i-1y altura ﬁri}.

[:x_bf:’j = [:J-’ﬁ-zﬁ, Lﬂ:rz’)j‘

Consideremos el ¥ —

El centro de masa de un rectangulo como ese esta localizado en

':xz' — X1 Mri:‘ y_!-y
\"—\-‘—"’

. X I
El momento de un rectangulo con respecto al eje “es - __.

':xz' — X1 Mri:‘ i
| —

. Y I
el momento de un rectangulo con respecto al eje “es . __.

densidad masa

Por lo tanto

n n n
Ypfit) % b My D pfe) i bk % My Y pfle)bee % Masa
=1 =1 -1

0

Haciendo el razonamiento usual para cuando la norma de la particién tiende a
limite de cada una de las sumas

y para tomar el



b
fo_f:}. =p xﬂx} X XitXxi] x _
! U{r!) - ﬂle 2 - Tx o xcuando "&"!.x - ﬂ)

h
My = pL [£0x) ax

h
Masa = p|flx) dx

b b
pJ-z_ﬁx:I dx Pl _[fﬂ(x:l dx
= 2 - a
= y= B
p_[ﬁx:l dx p_[ﬁ:x:l dx
i i

Como siempre es mejor tratar de manejar el concepto que usar las * *férmulas' porque asi se puede
adaptar a otro tipo de situacion por ejemplo para cuando en la region la curva esta dada en términos

de ¥ asi como el intervalo de integracién.

La densidad termina simplificandose al ser uniforme y la expresién de cada denominador termina
siendo el area de la region.
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