11. Integrales impropias

11.1. Definiciéon de Integrales Impropias

Las denominadas integrales impropias son una clase especial de integrales definidas
(integrales de Riemann) en las que el intervalo de integracion o la funcién en el integrando o ambos
presentan ciertas particularidades. Las integrales impropias no son realmente una nueva forma de
integrales, sino una extensién natural a las propiedades de la integral y un replanteamiento de
nuestro concepto de area bajo la curva.

b
J- f(x)dx, es impropia si se presenta uno de los siguientes casos:
a

l-a=-oob=w,a=-0yb=oo

2.- f(x) no es acotada en alguno de los puntos de [a,b], dichos puntos se llaman singularidades

de f(x).
Existes diversos tipos de integrales impropias las cuales definiremos a continuacion:

Definicionl
(1) 51 fescontinua ¥x = a, entonces ¥

=00

| F(x)dx= lim i’ Fix)dx
h—co. a

g el limite existe. F=fiB
Chservelafig 1.
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(1) 31 fes continua ¥x =&, entonces 1¥
b - B
| F(xdr= lim | fFixdx B
o.—CC' . t?%—&:!oﬂ y:f(x}
si el limite existe,
Chserve lafig 2
: i
ri—)—m 1532) 0 5 ¥
Definicion?:

o1 fescontinua Yxe R, v ¢ € [ entonces

o _ -L _ sh
| flxdz= lim | fix)dz+ lim | f{x)dx
h=oo.t

w —0 3 =0 2

!

-

1
Fix) = g2
2

Definicion3:
1) &1 fescontinua ¥Yx e(a, 2],y lim fi{x) =00, entonces
r—rat

b b
| fixidz= lim | fixidx
va t—atst

a1 el limite existe.

(i) 51 fescontinua Yxe[a, &),y liIIE1J Flx)=co, entonces
x—b-

+b .
| Ffixdr= lim itf(x)a?x
v t—=+h-wa

a1 el limite existe.
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Definiciond:
2 f es continua en todo nimero de[a, &), exceptoency a < ¢ <&, v stademas lim F{x) =D,
X—=r0

entonces

«d ) st ) b

| fixddx= lim | fix)dx+ m | fix)dx
va t—=ec-wa S—eot.s
a1 los limites del miembro derecho existen.

Cuando los limites, en las definiciones anteriores, existen, se dice que la integral es
convergente, en caso contrario, se dice que la integral es divergente.

Algunos ejemplos resueltos:

-

1 | &~ dx
Jo
solucidn
o o : 17 : 1 1 : 1 _
j E ai'xzhm_[ edx=lm|-—| |=lm|-—+5|=lm|-=+1|={0+1);
0 b=l b=l 2" | by, g g bl @
I g ¥dx =1,
0

La integral converge a 1.

4 i’ -l
2 | x5 T
[+u)

- —
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Solucidn:

0 , _ B ; _ b
J._ o dx = lim | 257 dx= lm | ST (adx) (ad

@——oova Ao
mea
u=-x* (1,
= du=-Zxdx, = - ]Ea!'u =xdx (2
x=0,u=0
Cuat do: ) (=
I=a, u=—a

sustituvende (1), (2) v (3) en (&), se obtiene:

0 0 0 0
[ x57ar=tim [ 5(-Zdu]= tim [-2] 5*au|=-1 tin [ 5%au,
e 2 2d-at

a——ton e —gl @——t0 2a——und—gl
= [ (5] e (S0 L (L)
= _Dmxﬁ‘*zcx’x=—lz[ﬁ—0] =—21315.
La integral converge a — s

3. | zxcoshxdx

11.2. Integral Impropia de 1° clase

Integral impropia de 1ra clase. (divergente)

1 ogy

X

—_—t—f

Ejemplo 2: Mirar si es convergente

L ax

X

dr = limyo[-1]) = limy o[-L +1] =1

luego es

I
5
L
&
= o, T
b._'u|'_‘

—t—

. - . [1,00] . ,
convergente; mirando que la curva es positiva en el intervalo L™* se puede decir que éste valor es
el area bajo la curva

_ 1
Ejemplo 3: Calcular si esto es posible el area bajo la curva ¥ =7 con S [1? 0:::')
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| [+ dx = lim,..[Inx]? = lim,..[Indb] = o
—1

Como ¥ ~ Dpara x € |:l’mjArea =

Entonces el area no se puede medir porque la integral es divergente.

h
| flox) ax

2) —=

h
[ fx) dx

oD, )
Se toma un valor « para calcular # y luego se hace tender % hacia - Es decir

b b
_j fx) dx = bimgow [fx) dx

— x
Ejemplo 4: La region limitada por la curva ¥ =€ eje }r', el eje L rota alrededor del eje x;

encontrar el volumen del soélido obtenido.

Utilizando discos

Volumen
1] 0 ;
T J- (é‘sz dx = ﬂ]'i'tnﬂ_"‘“‘:' _I-ezx dx = E]jnlﬂ—am[%ezx:l = %]jnlﬂ—a—oﬂ[]. — é'zﬂ] = %
—oD a i
-3
1
[ o7 @
Ejemplo 5: Determinar si ~ es convergente o divergente

L gy = —Ihk+1|+L1lx-1
'[ x -1 4 P: | 2 P: |utilizando fracciones parciales
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-3
1 _
[ A1 dx=]i1na_,_m[—%hlbs+ 1]+ < Injx - 1|]: =--In2+ Zlnd+o-o

—d

oo — oo . . . . . S
Como es una forma indeterminada se debe mirar si se puede levantar la indeterminacion

1 1 _ 1 =1
—Zlnx+ 1]+ Tl — 1| = Z1n| X1 |

+1
: 1 -1 _ 1 : -1 _ 1 —
g 3In[o3 | = Fhnflme. &5 | = 3In-11= 0
-3
[ 5= dx=-ZIlh2+ ZIn4 = 0.3465
Asi: —= -l

| ) ax

3) ™

Este caso seria una combinacion de los dos numerales anteriores

w“ b
_I Sy dr = limy o (limg o [fTx) dix)

@ — —00 b —oo
. . 1l . .

Pero si la curva tiene alguna simetria se puede aprovechar este hecho para que la integral sea
impropia en uno solo de los limites de integracién

1

}} =
. . - 2 .
Ejemplo 6: Encontrar el area limitada por la curva l+x* y el eje L
=]
_[ L dx
. o 1+x? L
Por lo que la curva es siempre positiva Area=" . Pero como la curva es simétrica con

respecto al eje ¥

Area
=2
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O Ny
MH
Il
[ 2]
g

1+x 1+x2 @

0
L dx = 2limg.w [ dx = 2limg. o[aretanx]] = 2(%

1+x2
2 ‘ 2
=)
2
_[ xe™ dx
Ejemplo 7: Determinar si = converge o diverge
2
xe ¥
11
1
- —1
=)
2
_[xe * dx
como se ve en la grafica es una funcién impar por lo cual si L existe
P 0
—pd _pd
_[xe dx = — _[ xe ™ dx
0 —a
=)
7 dx = limy. |- | =
2 2 J-Ir’;' EJ—;O\'_'I ——€ -
_[xe oy = —Legx 0 2
por lo tanto
0 @
2 -
Ixex dx=—%::: _[xex dx =0
—an —a0
=)
—x2
_[xe ax

Esto no se hubiera podido decir desde el principio porque perfectamente 0 podia haber sido

. 0 — 0o
divergente y el resultado no da cero.
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h
a,b]{ﬁx} o

<U< INTEGRANDQOS CON>Si fes una funcion continua en un intervalo [ existe

b b
_l-ﬁx) dx = hmg_ g+ _l-ﬁx) dx

Si fes discontinua en % se hace #
la integral es convergente si no que es divergente.

y si este limite existe se dird que

b ¢

[fx) dx = limgs- [fTx)
Si fes discontinua en ~ se hace = 2 con la misma observacién anterior
Si fes discontinua en algin nimero ¢ e (a’ JEj')pero continua en todos los demas valores

b o

B
_[fr:x) dx = _[f(xj aix+_[f(x} dx

2 aplicandose sobre el nimero ®lo que se describid

11.3. Integral Impropia de 2° clase

pag. 8



Se denomina integral impropia de segunda especie dependiente del parametro t a una
integral de la forma donde para cada , es continua salvo en un punto y es infinito alguno de
los limites laterales de cuando x tiende a .

NOTAS:

1) Usando la propiedad de aditividad respecto del intervalo de integracién, siempre se
puede suponer que es uno de los extremos del intervalo.

2) La teoria correspondiente a las integrales impropias de segunda especie dependiente de
un parametro es analoga a la correspondiente a las de primera especie.

3) La integral con continua salvo en un punto , donde es infinito alguno de los limites
laterales se denomina impropia de tercera especie dependiente de un pardmetro. Para
trabajar con este tipo de integrales, se usa la aditividad respecto del intervalo de
integracion y se descompone en suma de integrales de 1* y 2% especie. La integral sera
convergente si lo son todos los sumandos de la descomposicion.

5.3 Integral impropia de 2da clase.(convergentes)

Ejemplo 8: Decir si la integral converge o diverge El integrando es discontinuo en 0
entonces Como siempre, este resultado me esta dando el area bajo la curva

Ejemplo 9: Decir si la integral es convergente o divergente El integrando es discontinuo en
luego la integral diverge Ejemplo 10: Decir si converge o diverge Si se pasa por encima de
la discontinuidad haciendo !!! Resultado absurdo puesto que en todo el intervalo la funcion
es positiva! Como es discontinua en 0 Como la region es simétrica con respecto al eje si
converge también;

luego es divergente
Ejemplo 11: Muestre que el perimetro de una circunferencia de radio es La ecuacion de
una circunferencia de centro en y de radio es El perimetro de la circunferencia sera la
longitud de un cuarto de arco multiplicado por cuatro.

El integrando es discontinuo en (el denominador se hace );

En muchas de las aplicaciones que vimos de la integral se presentan estos casos donde hay
que hacer uso de integrales impropias.
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Integrales impropias de primera y segunda especie. Criterios de convergencia.
Convergencia absoluta y condicional. Criterios de Weierstrass, y Abel-Dirichlet.

Principales definiciones y teoremas

Definicion 8 Sea una funcion .integrable Riemann en cualquier intervalo

. Si existe el limite

diremos que existe la integral impropia -en -que converge a ly
escribiremos

Si no existe el lanterior diremos que la integral impropia diverge.
Analogamente se pueden definir las integrales impropias en -

Definicion 9 Sea na funcidn integrable en cualquier intervalo -,

. Si existe el limite

diremos que existe la integral impropia de segunda especie en -que
converge a Iy escribiremos
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Si no existe el lanterior diremos que la integral impropia diverge.

Observacion: Obviamente ambas definiciones se pueden unificar en una Uinica

Definicion 10 Sea una funcion .integrable Riemann en cualquier intervalo

. Si existe el limite

en -que converge a ly

diremos que existe la integral impropia
escribiremos

Si no existe el lanterior diremos que la integral impropia diverge.

Teorema 15 Criterio de comparacion para las integrales impropias. Sean dos

funciones integrables en cualquier intervalo

Entonces si la integral es convergente, la integral ambién lo es, y

s es divergente, entonces ambién sera divergente.
Teorema 16 Criterio de Abel-Dirichlet para las integrales impropias.

Sean dos funciones integrables en cualquier intervalo sea Iuna
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funcién mondtona. Entonces, para que la integral impropia converja es
suficiente que se cumplan cualquiera de las dos siguientes pares de condiciones:

converjay Iacotada en -, 0
este acotada para todo -y .converj a a cero cuando & =+ b.

a)

b)
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