3.- Limites y continuidad

El limite de una funcion esta intimamente unido a su representacién graficay a la
interpretacion de la misma debido a que lo que nos indica es el comportamiento o
tendencia de la grafica. Por esta razon, el concepto de limite es basico en el
Andlisis Matematico.

Las primeras definiciones de limite aparecen en la obra de Jonh Wallis (1616-
1703) y en ella se utiliza por primera vez el simbolo infinito. Con posterioridad
Jean Le Rond D'Alembert perfecciond la definicién de limite. Fue Ausgustin
Cauchy (1789-1857) quien dio la definicion de limite que utilizamos hoy en dia.

3.1 definicion de limite

Definicion de limite segun Heine
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Figura 23: Definicion de limite segiin Weierstrass

Existen cuatro tipos fundamentales de discontinuidad:

Discontinuidad evitable

Esta discontinuidad tiene lugar si existe el limite -pero la funcién en

f(a)
¥ = a, o no esta definida, o no coincide con el limite I. Es evitable pues en

fla) =1

& = apodemos redefinir la funcion  de la tal forma que
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Figura 24: Funcion con discontinuidad evitable en & = a.
Discontinuidad no evitable (o escencial) de salto finito

o o | lim f(z) =1
Esta discontinuidad tiene lugar si existen los limites laterales @+ y

lim f(z) =1y . ‘ ‘
E—H— existen pero son diferentes. Por tanto, no existe el limite de  en

x = a. Ademads en este caso es imposible redefinir la funcion  de la tal forma que
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Figura 25: Funcion con discontinuidad de salto finito en £ = a.
Discontinuidad no evitable (o escencial) de salto infinito

+o00

Esta discontinuidad tiene lugar si alguno de los limites laterales es igual a , 0

lim f(z) = 400 x]i]ﬁl_ f(z) = +00

sea, si Fa+ 0 . Por tanto, no existe el limite



finito de en ® = a. Ademas en este caso también es imposible redefinir la

funcion
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Figura 26: Funcion con discontinuidad de salto infinito en £ = a.
Discontinuidad no evitable (o escencial)

Este caso corresponde cuando la funcién esta bien definida en todo el entorno de

+oo
apero no existen los limites laterales (no son siquiera ).
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Figura: La funcién en (izquierda) y en (derecha).

Muy distinto es el caso de la funcion



zsinl  [-1,1] [~ L]
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Figura: La funcion en (izquierda) y en (derecha).

3.2 Propiedades de los limites

Propiedades de limites

Sean b, ¢ numeros reales y n un numero entero positivo.

limb=>b

1) X—>C
& lim4 =4
). x—5
limx=c
2) X—>C
g lmx=>3
limx" =c¢"
3) X—>C
i limx" =5

x—5



lim[f(x)]=L limg(x)]=K

4)Si X—c¢ y entonces
lim[bf (x))] = bL
a) X—¢

gj. Im[3 7 (x)] = 3L

Ihm[ f(x)xg(x)]=L*K
b) X—>C
Ej. £i£1}[(2x2 +5)+(3x’ -2x)] = £i£1}(2x2 +5)+ £i£1}(3x3 —2X)

lim[ f(x) e g(x)]=LeK

c) X—>C
Ej. linzl[(sz +5)e(3x° —2x)] = 1in21(2x2 +5)e linz}(3x3 —2x)

lim? ) _ £
5 x—c g(x) K

(K7 0)

s lim(2x+5)

E). 1{1_{13 x-3 N xl_i)rzlg(x—3)
him[ f(x)]" = L’
e) X—>C

g, im[2x +51° =[lim(2x + 5)I°

x4 x—4
5) Funcién Polinomial

Si p es una funcion polinomial, ¢ un numero real,



lim p(x) = p(c)

X—>C

6) Funcion racional

p(x)
sig= 99 qe#o,

L () = 26
=0

7) Funcién radical

Sea n un entero positivo.

lim%/x =4/c

X—>C

siempre que n sea impar o para ¢>0 si n es par

8) Funcién compuesta

Sean f y g dos funciones tales que

limg(x) =L lim /' (x) = 7 (L)

X—>C

entonces:

lim /(g (x)) = /(L)



9)Funciones trigonométricas

Sea ¢ un numero real en el dominio de la funcion trigonométrica dada.

limsen(x) = sen(c)

111215 cos(x) = cos(c)
£1£13 tan(x) = tan(c)
!CILI} csc(x) =csc(c)
!Clilg sec(x) =sec(c)
}gg cot(x) = cot(c)

10) Sea c un numero real y sea f(x)=g(x) para toda x Z ¢ en un intervalo abierto

Im g (x)
qgue contiene a c. Siexiste el *—>¢ , entonces también existe el de
f(x) y

Im f(x) lm g(x)



11) Funciones trigopnométricas especiales

lim SRCX)
a) x—0 X

fim 1 — cos( x) _ 0
b) x—>0 X

12) Teorema del encaje

Si h(x) < f(x) < g(x) para toda x en un intervalo abierto que contenga a c,
excepto posiblemente en c.

lim A(x) =L lim g(x)=L
Sji x—>c y X—c¢ ’
lim f(x)=L

entonces X > ¢

3.3. Limites laterales

Diremos que el limite de una funcion f(x) cuando x tiende hacia a por la izquierda
es L, si y solo si para todo € > 0 existe d > 0 tal que six (a+d, a ), entonces |f (x)
-L| <.

lim f(x)=L < ve>0 Ie)>0/ x e(a+8a)=>f(x)-L|<e

Diremos que el limite de una funcion f(x) cuando x tiende hacia a por la derecha es
L, siy sélo si para todo € > 0 existe d > 0 tal que six (a, a + d),, entonces |f (x) -
L| <e.

lim f(x)=L < Vve>0 Ie)>0/ x e(a,a+8) = [f(x)-L|<e

H-—3a



El limite de una funcion en un punto si existe, es unico.

.
F(x) = o 5.|}{¢:2
4851 X2

4 4
lim %% =4
=27
lim 4=4
=2

En este caso vemos que el limite tanto por la izquierda como por la derecha
cuando x tiende a 2 es 4.

El limite de la funcién es 4 aunque la funcion no tenga imagen en x = 2.

Para calcular el limite de una funcién en un punto, no nos interesa lo que sucede
en dicho punto sino a su alrededor.

Ejemplo
Dada la funcion:

-1 si x<0
f(x)=40 si x=0
1 si x>0

lirn £ (x
Hallar =—0 [ }



lim -1=-1

x—=0"

lim 1 =1

x—=0t

Como no coinciden los limites laterales, la funcidon no tiene limite en x = 0.

3.4 Asintotas

Las asintotas son rectas a las cuales la funcion se va aproximando
indefinidamente, cuando por lo menos una de las variables (x o y) tienden al
infinito.

Una definicidon mas formal es:

DEFINICION

Si un punto (x,y) se desplaza continuamente por una funcion y=f(x) de tal forma
que, por lo menos, una de sus coordenadas tienda al infinito, mientras que la
distancia entre ese punto y una recta determinada tiende a cero, esta recta recibe
el nombre de asintota de la funcion.

Las asintotas se clasifican en:

Verticales
Asintotas Horizontal e
Oblicuas

a. Asintotas verticales (paralelas al eje OY)

Si existe un namero “a” tal, que :

lim f{x)=e0

=

La recta “x = a” es la asintota vertical.

Ejemplo:



»

es la asintota vertical.
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b. Asintotas horizontales (paralelas al eje OX)
Si existe el limite: :

lim 7(x)="b

N —m

Larecta “y = b” es la asintota horizontal.
Ejemplo:

1 } 1
feo=2 ) imITo1 ) p-1
x4+ 3 e+ 3 es la asintota horizontal.
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Msintota vertical x =-3

Asintota horizontal y =1

c. Asintotas oblicuas (inclinadas)

Si existen los limites: :

]jmf(x)=m ; ]jm[f(x)—m-x]=n

¥—=rw T ¥=w

La recta “y = mx+n” es la asintota oblicua.

Nota-1



Las asintotas horizontales y oblicuas son excluyentes, es decir la existencia de
unas, implica la no existencia de las otras.

Nota-2

En el calculo de los limites se entiende la posibilidad de calcular los limites
laterales (derecho, izquierdo), pudiendo dar lugar a la existencia de asintotas por
la derecha y por la izquierda diferentes o solo una de las dos.

Posicién relativa de la funcion con respecto a la asintota

Para estudiar la posicion relativa de la funcion con respecto a la asintota, primero
calcularemos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:

=1fix
Y=HD | b )
y = Asintota

Estos puntos determinan los cambios de posicidon de la funcion respecto de la
asintota. Estos cambios quedaran perfectamente establecidos estudiando el
SIGNO[f(x)-Asintota].

Ejemplo:

I3

y=Jx)=

2
La funcion (r=1)" tiene por asintota oblicua la recta

y=x4+12

Calculamos los puntos de interseccion de ambas:

3
X 3

7T ey
y=x+2

2 &
- =x+2:>x3=x3—3x+2:>x=—:>y=—
(x—1) 3 3

El punto de corte de las dos funciones es P(2/3, 8/3).

Ahora estudiamos el signo de FUNCION-ASINTOTA.

3

3x-2
-(x+2)>0= ad

2
20 -2200 x> —
(x - 1)° (x —1)* 3



213,

. . . =4 .7 7 .
Esto nos indica que en el intervalo * ) Ja funcién estd por encima de la

asintota y en el intervalo (=0, 2/3) 15 funcién esta por debajo de la asintota.

3.5. Limites especiales

Dos limites especiales

. EEnX
Hm

En esta seccidn se calcula el limite *=+0 * vy se utiliza para calcular otros limites en
los que aparecen funciones trigonométricas.

Un limite especial:

. SENLX
fm

r=0 x

Recuerde que el dominio de las funciones senx y cosx es todo R, el dominio de

tanx y secx es
—{f+n,ﬂ“mEZ}
R 2

el dominio de cot x y csc x es
R-{np/neZ}

A partir de las graficas de las funciones trigonométricas podemos deducir que
ellas son continuas en todo su dominio, de manera que si ¢ pertenece al dominio
de la funcién correspondiente, entonces se tiene:

K K
r*egen X = Ssen c #—+eCOS X = COS C
fimm fimm
#=efgn X = tan C a=ecotx = cotc
K K
x*egeC X = Sec C #—*+eCSC X = CSC C

Por otra parte, si c no pertenece al dominio de la funcion entonces el limite no
existe.



Ejemplo 1.Calculo de limites con funciones trigonométricas

Como una aplicacion de lo anterior tenemos, por ejemplo, que

Fim fim
=rgenXx=senp =0 chosx—cos
; i . '
fiwzg Z=.3 B cot x = cot — = -3
tanx = tan 3 P E &
]
; i . 3
fiﬁ?zg =4z fim cscx=csc— a=—1
tsecx = sec 4

3

A==

2

Hm fanx

T
A=

Por otra parte, =z

no existe (vea la grafica de y = tan x) pero si podemos
decir que

lim fanx = —o lm fanx=o
+ -
=T =
a

y 2
También tenemos que:

fimi cscx=-—m

fist cscx=mm
.
i

y i
Ejemplo 2.Calculo de un limite de funciones trigonométricas con algebraicas

fim 5
Calcular == (x + x* cos X).



f(T) =T+ z°cosz
Figura 6.18.

Solucion: Utilizando las propiedades de los limites estudiadas en capitulos
anteriores, tenemos:

fim 5 fim fim 5 fim
= (X + X°C0S X) = #rX + +rxX" " #rC0S X
=p+p’ 1)
=p-p

Tenemos, igual que antes: si al evaluar no encontramos problemas entonces
obtenemos el limite directamente. Pero, también, aqui podemos encontrar
problemas. Piense en el siguiente limite:

. EERX
fim
r—=0 x

Tenemos una situacion especialmente dificil puesto que al evaluar obtenemos la
forma indeterminada 0/0; con un agravante: no podemos ni factorizar, ni
racionalizar, ni operar como lo haciamos antes. Es evidente que aqui debemos
utilizar otros métodos. Dentro de un momento aprenderemos cual es el valor de
ese limite y podremos utilizarlo para calcular otros parecidos. Pero para llegar a
ese valor antes veremos un teorema que nos sera de mucha utilidad.



Otro limite especial

cosx—1

fimm 0

x—0 x

3.6 definicion de continuidad

Diremos que una funcic')nfes continua en un punto X=a si se cumplen las
tres condiciones siguientes:

1. Existe f{a) 2. Existe 4117 (%03 J(a)=lim J(x)

Discontinuidades:
Si una funcidn no es continua en un punto se dice que es discontinua en ese

punto, la discontinuidad puede ser:

: o lim f{x, . -
« Evitable. si existen f(a) y %52” "“es un nimero real, pero no coinciden.

Jla)=lim fix)

Se evita la discontinuidad haciendo s a
» No evitable, ésta a su vez se divide en discontinuidad de primera
especie, existen los limites laterales en el punto pero no coinciden y de
segunda especie, no existe alguno de los limites laterales.
o Discontinuidad de primera especie:
= Salto finito, los dos limites laterales son un nimero real,
el salto es la diferencia entre los limites laterales.
= Salto infinito, uno de los limites laterales es infinito.

3.7 propiedades de la continuidad

Si b es un numero real y f, g son continuas en x = ¢, entonces:
1) bf es continua en ¢ (multiplo escalar)
2)f tgescontinuaen x=c ( suma o diferencia)

3) fges continuaen x =¢ ( producto)



4) / es continuaen x = ¢ sig(c) #0 ( cociente)
g

Funciones continuas en su dominio:

1) Funciones polinomiales
2) Funciones racionales
3) Funciones radicales

4) Funciones trigonométricas

Teorema-Funcion compuesta

Sigescontinuaen ¢ y f escontinua en g(c), entonces (fo g)(x)=
f(g(x)) es continua en X = c.
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