4. Derivadas

4.1 Definicion de derivada

Se abre aqui el estudio de uno de los conceptos fundamentales del calculo diferencial: la derivada
de una funcién.

En este tema, ademas de definir tal concepto, se mostrara su significado y se hallaran las
derivadas de las funciones mas usuales. Es de capital importancia dominar la derivacion para
después poder abordar el trazado de curvas, asi como para comprender la utilidad del calculo
integral, que se estudiaran a continuacion.

La nocion de derivada es histéricamente anterior al concepto de limite aunque actualmente se
estudie aquélla inmediatamente después de éste, por razones que seran facilmente comprensibles.

La derivada de una funcién en un punto X, surge del problema de calcular la tangente a la grafica
de la funcién en el punto de abscisa xg, y fue Fermat el primero que aporté la primera idea al tratar
de buscar los maximos y minimos de algunas funciones. En dichos puntos las tangentes han de
ser paralelas al eje de abscisas, por lo que el angulo que forman con éste es de cero grados. En

estas condiciones, Fermat buscaba aquellos puntos en los que las tangentes fueran horizontales

4.2. Interpretacion geométrica y fisca de la Derivada

Sea una funcion y = f(x) y Xo un punto del eje X. Si se toma un punto X, + h muy préximo a x, (h es
un numero infinitamente pequefo), a medida que se hace tender h a cero, la recta secante (en rojo
de la figura) que une los puntos

(x0, f(xo))y(xg+h, f(xo+h)), tiende a confundirse con la tangente (en azul de la figura) a
la curva en el punto (xo,f(xo )).

5oy es el dngulo gue forma la secante con el eje de abscisas, v oel angulo
B
que determina la tangente con ese mismo eje, en el triangulo rectangulo de vértices



(X0,f(X0 )), (X0 + h,f(xo + h)) y (Xo *+ h,f(Xo )), se verifica:

F
f(x,+h)
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F(xg)
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h

Al hacer tender h a cero, y puesto que la secante tiende a confundirse con un segmento

de la tangente, es decir, si miras la figura, al hacer que h tienda a cero la linea roja se acerca a
la linea azul por lo que:

tg a, tiende a tg a, es decir,

a la pendiente de la tangente a la curva en el punto (xo,f(Xg ))-

Esto se expresa matematicamente asi:
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Derivada de una funcién en un punto

Dada una funcién y = f(x), se llama derivada de la funcién f en un punto x0 al

limite, =i existe y es finito (un ndmera), imwm

y se simhboliza por
h—0

flag + A - Tl
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f'(xo ) (efe prima de equis sub-cero) o por D(f(x0 )):
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Jim = (x0) = D{{(0)
Cuando este limite existe (y es finito) se dice que la funcion f(x) es derivable en el punto x,.
Significado de la derivada
Puesto que

- flm+ B -Fia)

fgo= i ———————
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la derivada de la funcién en un punto Xy no es otra cosa que la pendiente de la tangente a la curva
(grafica de la funcion) en (xo, f(Xo )).

=),

Calcular la derivada de la funcion f(x) = 3x + 5 en el punto de abscisa x = 1.
Resolucion:
Se pide el valor de f'(1) (en este caso, xy = 1).



P = fim fl1+ B - (1) }f(1+hj:3(1+hj+5=3h+g

h—0 fill=31+5=8
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Por tanto, f'(1) =3
Calcular la derivada de la funcién
f(x) = % en el punto 2.

Resolucion:
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Recordando que suma por diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados:
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Estudiar la derivabilidad de la funcion

ixzx0
;F[x]l=|x|={x s g & el punto xp = 0.

f (x) = |x| (valor absoluto de x) definida por R
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Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 0, la funcién f (x) = |x| no es derivable en
dicho punto.

¢, Cuando hay que considerar limites a derecha e izquierda al calcular la derivada de una funcién en
un punto?

Si al dibujar la curva se observa que en el punto considerado ésta cambia bruscamente de
direccién, es necesario considerar limites a derecha e izquierda, puesto que, en este caso, la
tangente no se comporta de igual modo y se «quiebra».

Consecuencias de la definicion de derivada en un punto

1. Si existe la derivada de una funcién f(x) en un punto (xo, f(Xg)), existen las derivadas a derecha e
izquierda de X, y tienen que ser iguales; de lo contrario no existiria f'(xg ).

Puede ocurrir, no obstante, que existiendo las derivadas a derecha e izquierda éstas sean distintas.
En este caso no existe la tangente en (xo, f(Xo )), sino dos semirrectas, cada una tangente a uno de
los arcos en que el citado punto divide a la curva. Los puntos en que esto ocurre se llaman puntos
angulosos.

Los puntos x4 de la primera figura y xo de la segunda que hemos estudiado son puntos angulosos:
la curva cambia bruscamente de direccién en ellos. La funcidn correspondiente no es derivable en
las abscisas de dichos puntos.

No es dificil, consecuentemente, imaginar la grafica de una funcién que no sea derivable en
muchos e, incluso, infinitos puntos.

Tangente a una curva en un punto

El concepto de derivada facilita la definicion de tangente a una curva en un punto como el limite de
una secante que pasa por él y por otro punto cualquiera de la curva cuando éste ultimo,
recorriendo la curva, tiende a coincidir con el primero.

Propiedad

Si una funcién es derivable en un punto, necesariamente es continua en él.

Demostracion:
Sea una funcion y = f(x) derivable en un punto xq. Para probar que la funcién es continua en él, es
preciso demostrar que

Wen fisg + R = =),
Jim fix0 + #) = f(x0)

o lo que es equivalente, que
Meen (F (2 + B0 - Fisg ) = 0
Jim (Fog + B} = flxq))
Veamos, si la expresion f(xg + h) - f(Xo) la multiplicamos y dividimos por h

[ + M - flxo)

Flag+ W -0 = f ; -k Tomando limites cuando ftiende a 0,

. e B -l
e (Flasg + R - flxgl) = i ———————— lim A,
im (F0g + )= ) = fim =—— =2 fim
aqui vemos que el primer término del producto anterior es precisamente la derivada de f(x) en el
punto Xo, ( recordar que partimos de la tesis que f(x) es derivable) es decir vale ' (xo) y el segundo



término vale 0 pues es el limite de h cuando h tiende a cero.-
Asi pues tenemos que:

J;’."_.rif?nn|[1F()s1;, + M = Hxgh) = Fiag)-0 =0, resultado al que se queria llegar.

Esta propiedad evita el trabajo de estudiar la derivabilidad de una funcién en un punto donde ésta
no sea continua.

Por el contrario, puede darse el caso de una funcién continua en todos los puntos y no ser
derivable en alguno, e incluso infinitos puntos. Valga como ejemplo la funcién |x|, que siendo
continua en todos los puntos de la recta real, no es derivable, como ya se ha comprobado, en el
origen.

4.2.1. derivada de una constante

La derivada de una constante es cero.

F(x)=k Fi(x)=0

Ejemplo
f(x)=-2

Fi(x)=0
4.2.2. Derivada del producto de una constante por una funcion

Para derivar una constante por una funcion, es decir cf(x), su derivada es la
constante por la derivada de la funcidn, o cf'(x), por ejemplo:

f(x)= 3%
f'(x)= 3(5x") = 15x°

4.2.4. Derivada de la suma de funciones

y=f(tgx)=y'=f'"(x)+g'x)



4.2.5. Derivada del producto de funciones
y=f(x)-gx)=y=sr'g+f-g
4.2.6. Derivada del cociente de funciones

=M:>yv: fe-f-g

) g’

4.3. derivada de funciones exponenciales

e Exponenciales: [y =e' = y'=e”

y= ef(x) — yv: ef(x) _fv(x)

y=a"=y'=a""La

y=a'® = y'=a’9 . (%) La

4.4 . Derivada de funciones trigonométricas

‘y =senx = y'= cosx‘

‘y =Ccosx = )'= —senxl

y=tgx = y'=sec’ x

y =sen f(x)= y'=cos f(x)- f'(x)
y =cos f(x) = y'=—sen f(x)- f'(x)
y=1g f(x)=y'=sec’ f(x)- f'(x)
4.5 Regla de la cadena

Esta propiedad asegura que si y = f(x) es una funcion derivable en un cierto
intervalo |,

fI——R,

y z = g(y) es otra funcion derivable y definida en otro intervalo que contiene
a todos los valores (imagenes) de la funcién f,

g fin——R,

entonces la funcion compuesta



gof l——f(ll——R,

definida por (g o f) (X) = g[f(x)], es derivable en todo punto x de /' y se obtiene

(Gofy ()= glFea] ()

4.6 . Derivada de la funciéon inversa
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4.7. Derivada de de las funciones trigonométricas

‘y =senx = )'= cosx‘

‘y =cosx = )'= —senxl

y=tgx = y'=sec’ x

y=sen f(x) = y'=cos f(x)- f'(x)
y=cos f(x) = y'=—sen f(x)- f'(x)
y=1g f(x)= y'=sec’ f(x)- f'(x)

4.8. Derivada de la funcién inversas trigonométricas

1

y =arcsenx = y'=

Y =arccosx = y'=




y =arctgx = y'=

2

1+ x
1 /(%)
y=arcsenf (x) = y'=————-f'(x) = ——
NI VI-[f @]
-1 - f'(x)
- e () =
y =arccos f(x) =y = [f(x)]2 X - [f(x)]z
) e S
y=arctgf (x) =y - [f(x)]2 S'(x) I+ [f(x)]2

4.9.- Derivadas de las funciones implicitas

En la ecuacion y*3 + 7y = x*3

no podemos despejar a y en términos de x. Sin embargo, alin puede ser el caso de que exista

exactamente una y correspondiente a cada x. Por ejemplo, podemos preguntar qué valores

de y (si existe alguno) corresponde a x=2. Para responder esta pregunta debemos resolver
y*3 + 7y = 8

Desde luego, y=1 es una solucion, y resulta que y = 1 es la tinica solucidn real. Dado x =2,
la ecuacion y*3 + 7y = x3 determina un correspondiente valor de y. Decimos que la
eciacion define a y como una ecuacion IMPLICITA de x. Al graficar, se ve como la grafica
de una funcién derivable. El nuevo elemento es que no tenemos una ecuacion de la forma y
= f(x). Con base a la grafica, suponemos que y es alguna funcion desconocida de x. Si
denotamos a esta funcidon como y(x), podemos escribir la ecuacion como

[y(x)]"3 + Ty(x) = %73

Aunque no tenemos una formula para y(x), podemos, a pesar de eso, obtener una relacion
entre X, y(x) y y’(x), por medio de la derivacion, con respecto a x, de ambos lados de la
ecuacion. Recordando aplicar la regla de la cadena, obtenemos

d/dx (y"3)+ d/dx (7y) = d/dx x"3

3y*2 dy/dx + 7 dy/dx = 3x"2



dy/dx (3y*2 + 7) 3x"2

dy/dx = (3x72)/(3y"*2 + 7)

Observese que nuestra expresion para dy/dx incluye tanto a X como a vy,
un hecho que con frecuancia es una molestia. Pero si solo deseamos
determinar la pendiente en un punto en donde conocemos ambas coordenadas,

no existe dificultad. En (2,1),

dy/dx = 3(2)72 / [3(1)"2 + 7]= 12/10 = 6/5
La pendiente es 6/5.

El metodo que se acaba de ilustrar para determinar dy/dx sin despejar primero de la
ecuacion dada a y de manera explicita en terminos de x se denomina DERIVACION
IMPLICITA.

4.10 Derivadas sucesivas

Si la funcién f' es derivable, podemos calcular la derivada de esta funcién y
obtenemos una nueva funcion que llamamos derivada segunda de f y representamos
por f ',

Si razonamos de forma analoga con f ', podemos obtener la derivada tercera de f
gue llamamos f """ y asi sucesivamente: f", fY, ...

Ejemplo:

T L
| X3 | 3x° | 6x | 6 | 0

| ¢ | e | e | ¢ | e

| In x | 1/x | -1/x% | 2/x ’ -2/x?
| sen x | cos X | -sen x | -Cos X ’ sen x




Nota:

La funcidn exponencial e también se expresa como exp(x)

Criterio del signo se la derivada
primera

En lo sucesivo vamos a tratar con
funciones continuas y derivables. En un
curso superior sobre derivadas se
consideraran otras situaciones.

Ya vimos que hay una relacion entre la
monotonia de la funcién f(x) (crecimiento 6
decrecimiento) y el valor de la derivada
primera f “(x).

f(x) creciente: f "(x) > 0
f(x) decreciente: f "(x) <0

También veiamos que en los puntos donde
la funcién cambia de creciente a
decreciente o de decreciente a creciente la
derivada se hace cero f "(x) = 0 ya que el
cambio de signo de la derivada se hace con
continuidad y necesariamente tiene que
pasar por el valor 0.

Tenemos dos esquemas posibles, cuando
cambia la monotonia de la funciéon al pasar
por el punto x = a donde la funcién es
continua

La funcidn

f(x) = -x*+3x+1
presenta un punto
maximo

Las derivadas
sucesivas

f (x) =-2x+3
£ (x) = -2

Utilizar el Nippe
Descartes para
funciones
polindmicas para
comprobar todas las
observaciones que
hagamos aqui.

El maximo local se
alcanza para x=1.5y
la tangente a la
curva es horizontal f
'(1.5)=0

Maximo

Decrecimiento
local

Crecimiento

| f(a-h)>0 |f'(a) =0 f (a+h) <0

Minimo

Crecimiento
local

‘ Decrecimiento

Para x < 1.5 la
funcién es creciente y
la pendiente
positiva, f "> 0

Para x > 1.5 la
funcion es
decreciente y la
pendiente negativa, f
‘<0

‘ f"(x-h) <0 ‘f'(a)=0‘f'(a+h) >0

Ejemplo 1:




Sea la funcién f(x) = x3-6x°+9x+2, la
funcion derivada es f “(x) = 3x2-12x+9

Si igualamos a cero f “(x) obtendremos los
posibles maximos o minimos locales.

3x%-12x+9 = 0, resolviendo la ecuacién de
segundo grado se obtiene x=1y x =3 es
decirf (1) =0,f "(3) =0

Podemos descomponer el dominio de la
funcion en tres regiones (-infinito, 1), (1,
3) y (3, +infinito)

¢ Como es la monotonia en cada intervalo
?

Bastara calcular el signo de la derivada en
un punto cualquiera de un intervalo
cualquiera. Por ejemplo, para el intervalo
(-infinito, 1) tomemos x=0 donde la
derivada vale f "(0) = 9 > 0, luego en este
intervalo la funcion f(x) es creciente, por
tanto en (1,3) es decreciente y en
(3,+infinito) creciente

S (3
(1'“)f x=1 ((1,3)| x=3 [, +inf
¢ )
f' > > _ . o_ f >

o lf=0lf<olf=0|",

La funcion f “(x) es
decreciente y el corte
con el eje OX indica
la abcisa del maximo,
f(1.5)=0

La funcion f “ “(x) es
negativa

La funcion
f(x) = x>-3x-1
presenta un punto
minimo para x=1.5

Las derivadas
sucesivas son

f (x) = 2x-3

f o (x) =2

En x=1.5 la tangente
es horizontal y f
"(1.5)=0

‘Crece ’Méximo ‘Decrece ’Minimo |Crece

Criterio del signo de la derivada
segunda

En un punto x = a donde la exista un
maximo local |a derivada primera cambia
designodef " >0af < 0, esto significa
gue la derivada primera f “(x) pasa
decreciendo por el punto x=a,
necesariamente la derivada segunda
tiene que ser negativa

f " "(a) <0
En un punto x = a donde exista un

minimo local la derivada primera cambia
el signodef "< 0af ” > 0, esto significa

Para x < 1.5 la
funcion es
decreciente y la
pendiente negativa, f

‘<0

La funcion f “ "(x) es
positiva

Resuelve el problema anterior de forma
analitica utilizando los dos criterios explicados
al margen y contrasta esta solucién con la




que la derivada primera f “(x) pasa
creciendo por el punto x = a,
necesariamente la derivada segunda
tiene que ser positiva

f "(a)>0
Donde habra siempre
que
M;"c':lw £ (a) <0
f (a)=0
Minimo .,
local f (a)>0

Veamos ahora como se puede resolver el
problema de hallar maximos y minimos
con el criterio de la derivada segunda.

En el Ejemplo 1 nos daban la funcidn
f(x) = x3- 6x%+9x+2.

Se calculan las derivadas sucesivas f " (x)
= 3x%-12x+9, f ~ " (x) = 6x-12

Se iguala a cero la primera derivada para
hallar las abcisas de posibles puntos
maximos o minimos:

3x*-12x+9 = 0, resolviendo x = 1, x = 3.
Ahora veamos el signo de la derivada
segunda en cada abcisa:

f " "(1)=-6<0, f " "(3)=6>0

Por tanto en x = 1 hay un maximo y en x
= 3 hay un minimo.

Para las ordenadas de estos puntos basta
calcular los valores numéricos f(1) = 6,
f(3)=2.

obtenida mediante el Nippe Descartes.
Experimenta con Descartes

Utiliza el Nippe Descartes para funciones
polindmicas y determina los puntos maximos
y minimos locales de la funcién f(x)=x* - 2x?
Después calcula analiticamente los mismos
utilizando los dos métodos explicados en el
margen izquierdo. Contrasta las soluciones
con las halladas por el método de
experimentacion.

4. INFORMACION QUE APORTAN LAS DERIVADAS SUCESIVAS: CURVATURA



La curvatura de una funcion estéa relacionada con el = ]
crecimiento de la derivada. Si la tasa de variacién media de Formas de la CURVATURA
una funcidon va aumentando a lo largo de un intervalo la i
funcion tiene curvatura convexa en dicho intervalo. Si la
tasa de variacion media va disminuyendo la funcion tiene
curvatura céncava . Si la tasa de variacion media se
mantiene constante la funcidon no tiene curvatura, la funcion
aumenta o disminuye de forma lineal.

Los siguientes dibujos nos dan idea de la curvatura.

T

o a b X O a b x
Convexa y decreciente | Convexa y creciente
La curvatura es una manifestacion de la
En ambos casos la TVM (tasa de variacién media) a lo largo rapidez con que aumenta o disminuye
del intervalo [a,b] aumenta: en el caso de la funcion la funcidn y no del propio crecimiento o
creciente porque la TVM se hace cada vez vez mas positiva decrecimiento de la funcion.
(aumenta mas), en el caso de la funcidn decreciente porque
la TVM se hace cada vez menos negativa (disminuye Tanto en la regién concava como en la
menos). convexa se observa que la funcion
puede crecer o decrecer. Pero la
derivada en la region céncava es
I L decreciente, es decir el crecimiento
] medio va disminuyendo, y en la region
convexa es creciente, es decir el
crecimiento medio va aumentando.
i
/ Observa las siguientes magnitudes
5] P b x o P! b % macroecondémicas y haz una
valoracion de la evolucion de las
Concava y creciente ‘ Concava y decreciente mismas a lo largo del tiempo a la vista
de la forma de la curvatura que
presentan

En ambos casos la TVM a lo largo del intervalo [a,b]
disminuye: en el caso de la funcidn creciente porque la
TVM se hace cada vez menos positiva (aumenta menos),
en el caso de la funcion decreciente porque la TVM se hace
cada vez mas negativa (disminuye mas)



Lineal y creciente | Lineal y decreciente

La funcion lineal, creciente o decreciente, no tiene
curvatura y es debido a que la tasa de variacion media a lo
largo del intervalo [a,b] se mantiene constante.

Puesto que la derivada es la tasa de variacion instantanea
llegamos a la siguiente conclusién, que relaciona la
curvatura con el crecimiento o decrecimiento de la funcion
derivada f “(x) y por tanto con el signo de la derivada
segunda

| Funcion convexa | Funcion concava
| f “(x) es creciente | f "(x) es decreciente
| f7(x)>0 | f(x)<0

Observar que si la derivada segunda es nula en un intervalo
[a,b] es porque la derivada primera es constante y por lo
tanto la funcion f(x) es lineal.

Determinacion analitica de los intervalos de
concavidad y convexidad.

Ejemplo 1

Sea la funcién f(x) = x*-2x?, cuyos intervalos de concavidad
o0 convexidad queremos determinar.

Empecemos por calcular las derivadas sucesivas
f "(x) = 4x3-4x
f 7 (x) = 12x>-4

Paraf °° > 0 hay convexidad y paraf °* < 0 hay
concavidad. La solucion consiste en resolver las
inecuaciones
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Experimenta con Descartes
Considera la funcién polinémica siguiente
f(x) = 0.3x*+x3+0.5x+x+1

Se trata de que determines los intervalos
de concavidad y convexidad.

Observa las escenas y ajusta la posicion
de la abcisa x para resolver el
problema. Los coeficientes polindmicos
son a= 0.3, b=1, c=0.5, d=1, e=1




12x%-4 > 0 para hallar la regién convexa y 12x>-4 < 0 para
la regidn concava. En este caso no se complica mucho el
calculo ya que

12x2-4 > 0 implica 12x% > 4 implica x> > 4/12 es decir x> >
1/3, de donde x > raiz(1/3) ~ 0.5774 6 x < -raiz(1/3) ~ -
0.5774

convexa, I:C'I:'ECEJ'I.'& LLonvexsa

B 0 s

En este caso y en otros similares donde podamos calcular
las raices de la derivada segunda con facilidad se puede
llegar al mismo resultado. Supuesto que f ** es continua la
funcién se tendra que anular en los puntos de paso de una
region a otra (pues hay cambio de signo de f ). Asi que,
igualando a cero f °° = 0, se obtiene:

12x%-4 = 0 implica 12x* = 4 implica x = * raiz(1/3). Estos
dos valores dividen al dominio de la funcidn en tres
regiones: (-inf,-raiz(1/3)), (-raiz(1/3),+raiz(1/3)) y
(+raiz(1/3), +inf). Basta averiguar cual es el signode f "’
en uno cualquiera, por ejemplo en el central; tomemos un
punto cualquiera p.e x=0 y comprobamos que f * "(0) = -4.
Luego se trata de un intervalo de concavidad, y por
alternancia los otros dos son de convexidad.

La linea rosa
representa la funcion
derivada segunda f
"(x) Donde ésta es

La linea azul es la
funcion f(x) y la linea
amarilla la de su
derivada f '(x) Donde
ésta crece la region es
convexa y donde

decrece es concava.

positivaf "> 0 la
regién es convexa y
donde es negativa f "'<
0 es concava.

Realiza después el calculo de forma
analitica y contrasta el resultado con
el obtenido con Descartes.

Utiliza el método que consiste en hallar
las raices de la derivada segunda

Experimenta con Descartes

Determina los intervalos de concavidad y
convexidad de la funcién f(x) = x*-2x
que se ha resuelto en el Ejercicio 1
utilizando la escena de Descartes para
funciones polindmicas.

Los coeficientes que hay que poner
ahora en la escena son

a=1, b=0, c=-2, d=0, e=0

5. INFORMACION QUE APORTAN LAS DERIVADAS SUCESIVAS: PUNTO DE

INFLEXION

Se trata de |lAa




Observar la funcion f(x)
y la recta tangente a la
curva donde cambia la

curvatura. Se puede
apreciar como la
tangente atraviesa la
curva dejando por
debajo la region
cbéncava y por encima la
regién convexa.

Observar como la f
(x) es decreciente
donde f(x) es concava y
como es creciente
donde es convexa.

Observar que la f “"(x)
es negativa donde hay
concavidad y es positiva
donde hay

convexidad.

otro de convexidad (concavidad). En la
region concava la derivada segunda es
negativa, f °° < 0 y en la region
convexa es positiva, f ©° > 0. El punto
de paso de una region a otra es un
punto caracteristico de cambio de
curvatura llamado punto de inflexion.
Si f “"(x) es continua necesariamente
en el punto de inflexidn se satisface que
f " =0.

El punto de inflexién es un punto
caracteristico debido a que el ritmo de
variacion de la funcion cambia al pasar
por él, ya que la tasa de variacion
media venia disminuyendo
(aumentando) en la region céncava
(convexa) y al producirse la inflexion la
tasa de variacion media empieza a
aumentar (disminuir) en la siguiente
region convexa (céncava).

Como la recta tangente a la curva f(x)
queda por debajo en los puntos de
convexidad y por encima en los puntos
de concavidad, resultara que en el
punto de inflexion la recta tangente
queda a un lado por encima y al otro
lado por debajo, es decir la tangente
atraviesa la curva en dicho punto.

A continuacién se muestran algunos
Casos:

Inflexion con
tangente
horizontal

Inflexion con
tangente
horizontal

Inflexion con
tangente
negativa

Inflexion con
tangente
positiva



4.11. funciones hiperbdlicas y sus derivadas

En las ecuaciones hiperbolicas , se acostumbra escribir el modelo matematico que le

corresponde utilizando las funciones hiperbolicas definidas como sigue:

La funcién f: [R—[R, definida por:

X -X
e —e . ., : 1
a) f(x) = senhx= —— | x € R, se denomina funcién seno hiperbélico.

X —X

e’ +e . ., . (1
b) f(x) = coshx= — x € R, se denomina funcién coseno hiperbolico.

senhx e*'—e”

c) f(x) = tghx= , » X € R, se llama funcion tangente hiperbolico.

X

coshx e'+e”

X

coshx e'+e”

d) f(x) = cotghx= , , Xx# 0, se llama funcién cotangente hiperbolico.

—X

senhx e‘—e

1 2

e) f(x) = sechx= =, , x €R, sellama funcion secante hiperbolico.
coshx e'+e

1 2
f) f(x) = coschx = =, , x#0, se llama funcion cosecante hiperbolico.

senhx e"—e

Con la ayuda de las derivadas y los limites para hallar los extremos, concavidades y
asintotas, se pueden graficar estas funciones facilmente. Su graficos se muestran en las siguientes

figuras.
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Considerando las definiciones de cada una de las funciones hiperboélicas, se puede

mencionar algunas propiedades tales como:

1) senh(x)=0<«>x=0,cosh(x)=1<x



2) son funciones impares, [f(-X) = - f(x)] y por tanto sus graficas son simétricas respecto al
origen, las funciones:

f(x) = senh x ; f(x) = tgh x; f(x) = cotgh x; f(x) = cosch x

3) Son funciones pares, [f(-x) = f(x)] y por tanto sus graficas son simétricas respecto al eje v,
las funciones:

f(x) = cosh x; f(x) = sech x

4) De las definiciones se seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico los valores de estas funciones
estan relacionados a las coordenadas de los puntos de una hipérbola equilatera, de manera
similar a la que los valores de las correspondientes funciones trigonométricas estan

relacionadas a las coordenadas de los puntos de una circunferencia.

; I ., . .
Area =x=—R"2e¢ = o= angulocentralmitad

? A

—

sen ¥ =dis DC =sen «, cos x = dis 0D = cos o, tgx = dis AB= tg «



IDENTIDADES HIPERBOLICAS

Las funciones hiperbdlicas, verifican ciertas identidades, similares a las que satisfacen las

funciones trigonométricas. Por ejemplo.

2
x+ —-X x_ —-X 2 2
Cosh? x — senh?x = (e ¢ j—(e ¢ j = * =1

2 2 4

Esta y otras identidades, son las que a continuacion se presenta, dejando al lector la

verificacion de las mismas.

1) cosh*x —senh?x =1
2) sech?x +tgh?x =1
3) cotgh*x —cosch*x =1
4) senh (x = y)=senh x cosh y + cosh x senh y
5) cosh (x £y) =cosh x cosh y £ senh x senh y
6) tgh (x+y)— tghx £ tghy

lttghxtghy
7) senh (2x) =2 senh x cosh x
8) cosh (2x) = cosh?h + senh?x



S

\9)

9) senh a+ senh b =2 senh (a;—bjcosh(a —

)

a+b

10) cosh a + cosh b =2 cosh cosh

1N}
0o
S
~—

11) 2senh? % =coshx—1

12) 2cosh? % — coshx + 1

13) (senh x + cosh x)" = senh (nx) + cosh (nx),  (Férmula de Moivre)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES

HIPERBOLICAS

Las formulas de derivacion para las funciones hiperbodlciicas se deducen facilmente

aplicando las reglas de derivacion de la funcion exponencial e*.

d d(e —e™ e +e
Asi por ejemplo — (senh x)=— = =cosh x
por ejemplo - (senhx) dx( 2 j 2

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas lo resumimos en la siguiente proposicion,

dejando al lector la verificacion correspondiente.

Proposicion 1.- Las funciones hiperbolicas son derivables en sus correspondientes

dominios y se tiene:

a) Si f(x) = senh x, entonces, f’(x) = cosh x

b) Si f(x) = cosh x, entonces, '(x) = senh x

¢) Sif(x)=tgh x, entonces, f’(x) sech*x

d) Si f(x) = cotgh x, entonces, f” (x) = - cosch®x
e) Sif(x) = sech x, entonces, f’(x) = - sech x tgh x

f) Si f(x) = cosh x, entonces, f’(x) = - cosch x cotgh x



En virtud de esta proposicion y de la regla de la cadena, si u = u(x) es funcion diferenciable

(respecto a la variable x) se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 1.- Siu=u(x) es diferenciable, entonces:

a) D, (senh u) =cosh u. D,(u)

b) D, (coshu)=senh u. D,(u)

¢) Dy (tgh u) =sech? u. Dy(u)

d) Dy (cotghu) = - cosch? u. Dy(u)

e) Dy (sechu)=sech u. Tgh u. Ds(u)

f) Dy (cosch u) = - cosch u. cotgh u. Dy(u)

Corolario 2.- (LIMITES HIPERBOLICOS)

. lim senhx =0
i)

+

ii) 111+n cosx =1
x"o

senh x

x"o
. tghx
iv) Iim . =1
x"o
. l-coshx
v) Iim . =0



4.12 Teorema de valor medio y teorema de rolle

Teorema de Rolle y Teorema del Valor medio

Teorema de Rolle:

Si f es una funcion en la que se cumple:

(1) f es continua en el intervalo cerrado [a, b]

(i1) f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)
(iii) f(@)=0y f(b)=0

Entonces, existe un numero ¢ que pertenece a (a, b) tal que

f(©)=0

El Teorema de Rolle se atribuye al matematico francés Michel Rolle (1652-1719).

En la figura de la derecha se ilustra la ¥
interpretacion geométrica del Teorema

de Rolle. Como se puede observar se .

cumplen las tres condiciones que E

requiere el Teorema: f es continua en i x

[a, b] e integrable en (a, b), y 0 g - b
f(a)=f(b) =0. También se puede observar el
punto (cuya abscisa es c¢) donde la recta

tangente a la grafica de f'es paralela al ejex, es
decir donde se cumple que f'(c) =0.




¥ El Teorema de Rolle es susceptible de una
modificacion en su enunciado que no altera para
nada la conclusion del mismo. Esta se refiere al

! punto (iii) f(a) = f(b): basta con que el valor de
4 : la funcion sea el mismo parax=a y x=b y no

necesariamente sean iguales a cero. En la figura
X de laizquierda se ilustra este hecho.

Teorema del Valor medio:

Si f es una funcién en la que se cumple que:

(1) f es continua en el intervalo cerrado [a, b]

(i) f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)
Entonces, existe un numero ¢ que pertenece a (a, b) tal que

flie)= S1E— fla)
h—a

¥y A la izquierda se observa una ilustracion de la
interpretacion geométrica del Teorema del
Valor medio.

El teorema afirma que si la funcion es
continua en [a,b] y diferenciable en (a,b),
existe un punto c en la curva, entre A y B,
donde la recta tangente es paralela a la recta
que pasa por A y B. Esto es,

i Jee (a,b), ta que f (6 AC NG

X b—a
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