2. DINAMICA ANALITICA

2.1.- Segunda Ley de Newton

La segunda ley de Newton se puede enunciar de la manera siguiente:

Si la fuerza resultante que actua sobre una particula no es cero, la particula tendra una
aceleracion proporcional a la magnitud de la resultante y en la direccion de esta fuerza
resultante.

La segunda ley de movimiento de Newton se comprende mejor al imaginar el siguiente
experimento: una particula se somete a una fuerza F, de direcciéon constante y magnitud
constante F1. Bajo la accion de esa fuerza, se observa que la particula se mueve en linea
recta y en la direccion

de la fuerza . Al determinar la posicidon de la particula en diferentes instantes, se encuentra
que su aceleracion tiene una magnitud constante a1. Si el experimento se repite con

fuerzasFz, Fs, . . ., o de diferente magnitud o direccién , se descubre que cada vez que la
particula se mueve en la direccion de la fuerza que actua sobre ella y que las magnitudes
a1, a2, as, . . ., de las aceleraciones son proporcionales a las magnitudes F1, F2, F3, . .., de
las fuerzas

Correspondientes

L

— =— = ... = constante

a. d;

El valor constante que se obtiene para el cociente de las magnitudes de las fuerzas y
aceleraciones es caracteristico de la particula que se considera; se denomina la masa de
la particula y se denota mediante m. Cuando sobre una particula de masa m actida una
fuerza F, la fuerza F y la aceleracion a de la particula deben satisfacer entonces la relacién
F =ma

2.2. Momento lineal de una particula

El momento lineal asociado a una particula esta definido como el producto de la masa
m por su velocidad v,

Asi, en la ecuacion 3, tenemos que la velocidad del centro de masa es igual a la suma
de los momentos lineales de las dos masas entre la masa total,

pit+p
VCM :W.

Si definimos el momento lineal del centro de masa como el producto de la masa total
M por la velocidad del centro de masa Vcy, tenemos que es igual a la suma de los
momentos lineales de las dos masas:



Pom =Pt +P>. (4)

Al definir el momento lineal del centro de masa como lo hemos hecho, en cierta forma
se esta considerando como si se tuviera una particula con masa igual a M moviéndose
con velocidad Vcy; por lo que debemos de esperar que al hacer el analisis de
movimiento del sistema de particulas nos lleve al analisis del centro de masa
considerandolo como si se tratara de una particula, como veremos con mas detalle
posteriormente

2.3 Sistema de Unidades

Al utilizar la ecuacién fundamental F = ma, las unidades de fuerza, masa, longitud y tiempo
no pueden elegirse de manera arbitraria. Si eso ocurriera, la magnitud de la fuerza F que
Se requiere para proporcionar una aceleracion a a la masa m no seria numéricamente
igual al producto

ma; so6lo seria proporcional a este producto. En consecuencia, se pueden elegir tres o
cuatro unidades de manera arbitraria, pero se debe escoger la cuarta unidad de manera
que se satisfaga la ecuacion

F =ma. Se dice entonces que las unidades forman un sistema de unidades

cinéticas consistentes.

Suelen utilizarse dos sistemas de unidades cinéticas consistentes: el Sistema Internacional
de Unidades y unidades utilizadas comunmente en Estados Unidos. Ambos sistemas se
estudiaron en detalle en la seccién 1.3 y se describen sélo de manera breve en esta
seccion.

Sistema Internacional de Unidades (unidades del Sl).

En este sistema, las unidades basicas son las de longitud, masa y tiempo, y se denominan
respectivamente, el metro (m), el kilogramo (kg) y el segundo (s). Las tres se definen en
forma arbitraria . La unidad de fuerza es una unidad derivada. Se denomina Newton (N) y
se define como la fuerza que produce una aceleraciéon de 1 m/s2a una masa de 1 kg . De
la ecuacién se describe

1 N =(1kg)(1 m/s2) =1 kg *m/s2

Se afirma que las unidades del S| forman un sistema absoluto de unidades.

Lo anterior significa que las tres unidades basicas elegidas son independientes de la
ubicacion donde se efectuan las mediciones. El metro, el idlogramo y el segundo pueden
ser utilizados en cualquier

parte sobre la Tierra; incluso pueden ser usados en otro planeta. Y siempre tendrian el
mismo significado.

El peso W de un cuerpo, o la fuerza de gravedad que se ejerce sobre ese cuerpo, al igual
que ofra fuerza, se expresara en newtons.

Puesto que un cuerpo sometido a su propio peso adquiere una aceleracion igual a la
aceleracion de la gravedad g, se deduce de la segunda ley de Newton que la magnitud W
del peso de un cuerpo de masa m es

W=mg

Al recordar que g =9.81 m/s2, se encuentra que el peso de un cuerpo de masa 1 kg es W
=(1 kg)(9.81 m/s2) =9.81 N



Los multiplos y submultiplos de las unidades de longitud, masa y fuerza se usan con
frecuencia en la practica de la ingenieria. Estos son, respectivamente, kildmetro (km) y el
milimetro (mm); el megagramot

(Mg) y el gramo (g); y el kilonewton (kN). Por definicién,

1 km =1000 m 1 mm=0.001m
1 Mg =1000 kg 1g9=0.001kg
1 kN =1000 N

La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, respectivamente, se
efectla simplemente desplazando el punto decimal tres lugares a la derecha o la
izquierda.

Otras unidades aparte de las de masa, longitud y tiempo pueden expresarse en términos
de estas tres unidades basicas. Por ejemplo, la unidad de cantidad en movimiento lineal se
obtiene al recordar su definicién y al escribir

mv = (kg)(m/s) =kg *m/s

Unidades de uso comun en Estados Unidos.

La mayoria de los ingenieros estadounidenses siguen utilizando de forma comun un
sistema

en el que las unidades basicas son las de longitud, fuerza y tiempo; estas unidades
corresponden, respectivamente, al pie (ft), la libra (Ib), y el segundo (s). El segundo es el
mismo que la unidad correspondiente del Sl. El pie se define como 0.3048 m. La libra se
define como en el National Institute of Standards and Technology, cerca de Washington, y
cuya masa equivale a 0.453 592 43 kg. Puesto que el peso de un cuerpo depende de la
atraccion gravitacion al de la Tierra, la cual

varia con la ubicacion, se especifica que la libra estandar debe situarse a nivel del mary a
una altura de 45° para definir de manera adecuada una fuerza de 1 Ib. Es claro que las
unidades de uso comun en Estados Unidos no forman un sistema de unidades absoluto.
En virtud de su dependencia de la atraccién gravitacional terrestre, se sefiala que forman
un sistema gravitacional de unidades.

En tanto que la libra estandar sirve también como la unidad de masa en transacciones
comerciales en Estados Unidos, no puede utilizarse en calculos de ingenieria, pues una
unidad de ese tipo no sera

consistente con las unidades basicas definidas en el parrafo anterior. En realidad, cuando
actua sobre ella una fuerza de 1 Ib, esto es, cuando se somete a su propio peso, la libra
estandar recibe la aceleracion de la gravedad, g _ 32.2 ft/sz (figura 12.6) y no la
aceleracion unitaria que requiere la ecuacion (12.7). La unidad de masa consistente con el
pie, la libra y el segundo es la masa, que recibe una aceleracion de 1 ft/sz2 cuando se le
aplica una fuerza de 1 Ib (figura 12.7). Esta unidad,

llamada en ocasiones un slug, puede deducirse de la ecuacion F = ma después de sustituir
11lby1ft/lszcen vez de Fy a, respectivamente. Se escribe

F=ma1 Ib =(1 slug)(1 ft/s2)

2.4. Ecuaciones de movimiento y equilibrio dinamico

Considérese una particula de masa m sobre la que actuan varias fuerzas. Se tiene que
la segunda ley de Newton puede expresarse mediante la ecuacion

>F=ma
que relaciona las fuerzas que actuan sobre la particula y el vector ma . Sin embargo,
para resolver los problemas que implican el movimiento de una particula se encontrara
mas conveniente sustituir la
ecuaciéon por ecuaciones equivalentes que incluyen cantidades escalares.
Componentes rectangulares.
Al descomponer cada fuerza F y la aceleracion a en componentes rectangulares, se
escribe
> (Fxi +Fy j + Fzk) =m(axi + ay j + azk)
de lo que se deduce



YFx= max YFy=may >Fz=maz

Al recordar de la seccion 11.11 que las componentes de la aceleracion son iguales a la
segunda derivada de las coordenadas de la particula, se tiene

SFx=m"x YFy=my YFz=m'z

Considérese, como un ejemplo, el movimiento de un proyectil. Si se ignora la
resistencia del aire, la Unica fuerza que actia sobre el proyectil después de que éste
se ha lanzado es su peso W=-Wj. En consecuencia las ecuaciones que definen el
movimiento del proyectil son

mx=0 my=-Wm"z=0

y las componentes de la aceleracion del proyectil corresponden a

x=0y=-Wim=-g z=0

donde g es 9.81 m/s2 or 32.2 ft/s2. . Las ecuaciones que se obtienen se integran de
manera independiente. para obtener la velocidad y el desplazamiento del proyectil en
cualquier instante.

Cuando un problema implica dos o mas cuerpos, las ecuaciones de movimiento
deben escribirse para cada uno de ellos . Se recuerda las secciones que todas las
aceleraciones deben medirse con respecto a un sistema de referencia newtoniano. En
la mayoria de las aplicaciones de ingenieria,

es posible determinar las aceleraciones con respecto a ejes unidos a la Tierra, aunque
las aceleraciones relativas medidas con respecto a ejes moviles, como los ejes unidos
al cuerpo acelerado, no pueden sustituirse en lugar de a en las ecuaciones de
movimiento.

EQUILIBRIO DINAMICO

Al volver a la ecuacion (12.2) y trasponer el miembro del lado derecho, se escribe la
segunda ley de Newton en la forma alternativa } F = ma = 0 en la que se expresa que
si se suma el vector -ma a las fuerzas que actuan sobre la particula, se obtiene un
sistema de vectores equivalente a cero

. El vector -ma, de magnitud ma y de direccién opuesta a la de la aceleracion, se
denomina vector de inercia. De tal modo, es factible considerar que la particula esta en
equilibrio bajo la accion de las

fuerzas dadas y del vector de inercia. Se afirma que la particula esta en equilibrio
dinamico, y el problema que se considera puede resolverse mediante los métodos que
se desarrollaron antes en estatica.

En el caso de fuerzas coplanares, todos los vectores que se muestran en la ,
incluyendo al vector de inercia, pueden trazarse uno después del otro para formar un
poligono vectorial cerrado.

También es posible igualar a cero la suma de los componentes de todos los vectores ,
incluyendo de nuevo al vector de inercia.

En consecuencia, utilizando componentes rectangulares, se escribe Y Fx =0 Y Fy =0
incluyendo el vector de inercia

Cuando se usan las componentes tangencial y normal, resulta mas conveniente
representar el vector de inercia por medio de sus dos componentes -mat y -man en el
mismo dibujo . La componente

tangencial del vector de inercia ofrece una medida que la resistencia de la particula
presenta a un cambio en la velocidad, en tanto que su componente normal (también
llamadafuerza centrifuga) representa la tendencia de la particula a abandonar su
trayectoria curva. Es necesario advertir que cualquiera de estas dos componentes
pueden ser cero en condiciones especiales:

1) si la particula parte del reposo, su velocidad inicial es cero y la componente normal
del vector de inercia es cero en t _ 0; 2) sila particula se mueve con velocidad
constante a lo largo de su trayectoria, la componente tangencial del vector de inercia
es cero y soOlo es necesario considerar su componente normal.

Debido a que mide la resistencia que la particula ofrece cuando se trata de ponerla en
movimiento, o cuando se intenta cambiar las condiciones de este mismo, los vectores



de inercia a menudo se denominan fuerzas de inercia. Sin embargo, las fuerzas de
inercia no son similares a las que se encuentran en estatica, que son fuerzas de con
tacto o fuerzas gravitacionales (pesos). Por consiguiente, muchas personas objetan el
uso de la palabra “Fuerza” cuando se refieren al vector -ma, o incluso evitan el
concepto de equilibrio dinamico. Otros afirman que las fuerzas de inercia y las fuerzas
reales, como las gravitacionales, afectan nuestros sentidos en la misma forma y no es
posible distinguirlas por mediciones fisicas. Un hombre que viaja en un elevador que
se acelera

hacia arriba puede sentir que su peso se ha incrementado de manera repentina; y
ninguna medida efectuada dentro del elevador podria establecer si éste en verdad
esta acelerado o si se ha incrementado de manera repentina la fuerza de atraccion
ejercida por la Tierra.

Se ha llegado a las soluciones de los problemas resueltos de este texto mediante la
aplicacion directa de la segunda ley de Newton, como se ilustra en la , y no mediante
el método de equilibrio dinamico.

2.5. Momento angular de una particula

Considérese una particula P de masa m que se mueve con respecto a un sistema de
referencia newtoniano Oxyz. Como se estudio en la seccién 12.3, la cantidad de
movimiento lineal de la particula en un instante determinado se define como el vector
mv obtenido al multiplicar

la velocidad v de la particula por su masa m. El momento alrededor de 0 del vector mv
se denomina momento de la cantidad de movimiento, o la cantidad de movimiento
angular de la particula en torno a 0 en ese instante y se denota por medio de Ho. Al
recordar la definicion del momento de un vector y denotar mediante r el vector de
posicion de P, se escribe

HO =r *mv

se tiene que HO es un vector perpendicular al plano que contiene ry mv y de
magnitud

HO =rmv sen 8

donde B es el angulo entre ry mv . El sentido de HO puede determinarse a partir del
sentido de mv aplicando la regla de la mano derecha. La unidad de cantidad de
movimiento angular se obtiene

al multiplicar las unidades de longitud y de cantidad de movimiento lineal . Con
unidades del Sl se tiene

(m)(kg *m/s) =kg * m2/s

Con unidades de uso comun en Estados Unidos, se escribe

(ft)(Ib * s) = ft* Ib*s

Al descomponer los vectores r y mv en componentes y aplicar la formula , se escribe

i J k
Ho=H, 6 =| x y z

my my my

X y z
Las componentes de HO, las cuales representan también los momentos
de la cantidad de movimiento lineal mv alrededor de los ejes de coordenadas, se
obtienen expandiendo el determinante en . Se tiene
Hx =m(yvz - zvy)
Hy= m(zvx - xvz)
Hz = m(xvy - yvx)



En el caso de una particula que se mueve en el plano xy, se tiene z=vz=0y las
componentes Hx y Hy se reducen a cero. De tal modo, la cantidad de movimiento
angular es perpendicular al plano xy; en ese caso se define por completo mediante el
escalar

HO = Hz = m(xvy - yvx)

que sera positivo o negativo de acuerdo con el sentido en el cual se observa que la
particula se mueve desde 0. Si se recurre a coordenadas polares, se descompone la
cantidad de movimiento lineal de la particula en las componentes radial y transversal
y se escribe

H, =rmvsen¢ = rmv,

o, al recordar de que V, =18,

}ﬁ)zrzmvﬁ

A continuacion se calcula la derivada con respecto a t de la cantidad de movimiento
angular HO de la particula P que se mueve en el espacio. Al diferenciar ambos
miembros de la ecuacion , y recordar

la regla para la diferenciaciéon de un producto vectorial , se escribe

Hy=rxmv+rxmyv=vxmv+rxma

Puesto que los vectores Y y mv son colineales, el primer término de la expresion que
se obtiene es cero; y, mediante la segunda ley de Newton, ma es igual a la suma Y F
de las fuerzas que actuan sobre P. Si r x3F representa la suma > MO de los
momentos alrededor de O de estas fuerzas, se escribe

YMO=Ho"

La ecuacion , resulta directamente de la segunda ley de Newton, establece que /a
suma de los momentos de 0 de las fuerzas que actiuan sobre la particula es igual a la
razoén de cambio del momento de la cantidad de movimiento, o cantidad de
movimiento angular, de la particula alrededor de 0.

2.6. Ecuaciones de movimiento radial y transversal

Considérese una particula P, de coordenadas polares r y &, que se mueve en un
plano bajo la accién de varias fuerzas. Al descomponer las fuerzas y la aceleracion de
la particula en las componentes radial y transversal y sustituir la ecuacién , se
obtienen las dos ecuaciones escalares

Al sustituir ar y a, de acuerdo con las ecuaciones , se tiene

SFr=m(r’- réf)



2Fo=m(ro ™+ 2rf ")

Las ecuaciones que se obtienen pueden resolverse para dos incégnitas, Sera posible
deducir la ecuacion Al recordar y notar que > MO = ry’F,la ecuaciéon produce

d( -
ry F,=—\mr-6
5, =< uro)
rz F, = m(r26’ + 2rrt9)
y, después de dividir ambos miembros entre r,

ZFH =m(ré +2r0)

2.7. Movimiento bajo la fuerza central

Cuando la unica fuerza que actua sobre una particula P es una fuerza F dirigida hacia
O alejandose de un punto fijo O, se dice que la particula se estd moviendo bajo una
fuerza central, y el punto O se conoce como el centro de
fuerza . Puesto que la linea de accién de F pasa por O,
se debe tener 2 MO =0 en cualquier instante. Al sustituir
la ecuacion , se obtiene

HO =0

para todos los valores de t €, integrar en {,

HO =constante

Se concluye en consecuencia que la cantidad de
movimiento angular de una particula que se mueve bajo una fuerza central es
constante, tanto en magnitud como en direccion.

Al recordar la definicion de la cantidad de movimiento angular de
una particula , se escribe
r *mv = HO = constante

de la cual se concluye que el vector de posicidn r de la particula P debe ser
perpendicular al vector constante HO. Por consiguiente, una particula sometida a una
fuerza central se mueve en un plano fijo perpendicular a HO. El vector HO y el plano
fijo se definen mediante el vector de posiciéon

inicial r0 y la velocidad inicial vO de la particula. Por
conveniencia, se considerara que el plano de la figura
coincide con el plano fijo de movimiento .




Puesto que la magnitud HO de la cantidad de movimiento angular

de la particula P es constante, el miembro del lado derecho de la ecuacion debe ser
constante. Por lo tanto, se escribe

rmvsen ¢ = romvy Seng

Esta relacion se aplica al movimiento de cualquier particula sometida a una fuerza
central. Puesto que la fuerza gravitacional que ejerce el Sol sobre un planeta es una
fuerza central dirigida hacia el centro del Sol, la ecuacién es fundamental para el
estudio del movimiento planetario. Por una razén similar, también es fundamental para
el estudio del movimiento de vehiculos espaciales en 6rbita alrededor de la Tierra. De
manera alternativa, al recordar la ecuacién , es posible expresar el hecho de que la
magnitud HO de la cantidad de movimiento angular de la particula P es constante al
escribir

mril = Hy = constante

0, dividir entre m y denotar por h el movimiento angular por masa unitaria HO/m,
ri=h
Es posible dar a la ecuacion una interpretacién geométrica interesante.

Si se observa en la figura que el vector radial OP barre

1
un area infinitesimal d4 = 5r2d6? conforme gira t in angulo

d@, y si se define la velocidad de area de la particula como el
cociente dA/dt, se nota que el miembro del lado izquierdo de la
ecuacion representa el doble de la velocidad de area de la
particula. Por consiguiente, se concluye que citando tina
particula se mueve bajo una fuerza central, su velocidad de

area es constante.
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2.8. Trayectoria de una particula bajo la accién de una fuerza central

Considérese una particula P que se mueve bajo el efecto de una fuerza central F. Se desea obtener la
ecuacion diferencial que define su trayectoria. Si se supone que la fuerza F esta dirigida hacia el
centro de fuerza 0, se tiene que 2.Fry 2.Fyse reduce, respectivamente, a -F y cero en
las ecuaciones (12.21) y (12.22). Por lo tanto, se escribe
mif — rtf) = —F
mirf + 2ig) =10
Estas ecuaciones definen el movimiento de P. Sin embargo, se sustituye la ecuacion por la ecuacion
, la cual es equivalente a la ecuacion, lo cual se verifica sin dificultad al diferenciarla con respecto a
¢, pero cuyo uso es mas conveniente. Se escribe
. o dfl
B 200 _
r'tt=h o rr— =h
dt
La ecuacion se usa para eliminar la variable independiente ¢ de la ecuacion . A/ resolver la ecuacion
para 8o d0/dt se tiene



;o di h

di

de la cual se deduce que

p_dr_drdd hdr_ _ d1
"k didt ~£de delr)
podi_ di df _ h di

de dfl dt 1 df
0, al sustituir yr de,

_hd[_ d
= dﬁl‘ i!-:_ifﬁll.r-l‘
i ol

= F s

La sustitucion de @y “r de respectivamente, en la ecuacion e introducir la funcion u =1/r, se obtiene

después de simplificaciones
d’u e
di? " "7 i

Para obtener la ecuacion, se supuso que la fuerza F estaba dirigida hacia O. Por lo tanto, la
magnitud F sera positiva si F realmente apunta hacia O (fuerza atractiva) y negativa si F apunta
alejandose de O (fuerza repulsiva). Si F' es una funcién conocida de  y, en consecuencia,

de u, la ecuacion es una ecuacion diferencial en u y @ que define a la trayectoria seguida por la
particula bajo la accion de la fuerza central F. La ecuacion de la trayectoria se obtiene al resolver la
ecuacion diferencial (12.37) para u con una funcion de @y al determinar las constantes de
integracion a partir de las condiciones iniciales.
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Actividades adicionales:

1.-
Un bloque B de masa m se puede deslizar libremente sobre un brazo OA4
sin fricciodn, que gira en un plano horizontal a razoén constante _o Si se
sabe que B se suelta a una distancia 7. de (), exprese como funcion de 7,

a) la componente vr, de la velocidad de B a lo largo de OA4, b) la magnitud
de la fuerza horizontal F ejercida sobre B por el brazo OA.

2.-

18,520 midh

230 mi !

240 mi

Se lanza un satélite en direccion paralela a la superficie de la Tierra con una
velocidad de 18 820 mi/h desde una altura de 240 mi. Determine la velocidad
del satélite cuando éste alcanza su altura maxima de 2 340 mi. Recuérdese
que el radio de la Tierra es de 3 960 mi.

3.-

e Jl______d-
T

La plomada de un péndulo de 2 m describe un arco de circulo en un plano
vertical. Si la tension de la cuerda de estos puntos es cinco veces el peso de

la plomada en la posicion que se indica, determine la velocidad y la aceleracion

de la plomada en esa posicion.




