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POLARES

INDICE

2.1. Curvas planas y ecuaciones paramétricas... e "l
2.2. Ecuaciones paramétricas de algunas curvas y su representauon graflca ...... 3
2.3. Derivada de una funcion dada paramétricamente.......cccccvvvereveicenienesienennens 5
2.4. Longitud de arco en forma parameétriCa......ccccvveviererercerceieineneereereee e saeseeaeas 6
2.5. CoOrdenadas POIArES......cccviverererereeeeierere et ee st st s et aer e e e ere st sae e s 7

2.6. Graficas de ecuaCioNeSs POIATES.......ccccvveveerieeirrirerere et 8



2. CURVAS PLANAS, ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS
POLARES
2.1. Curvas planas y ecuaciones paramétricas.
Una curva geométricamente hablando diremos que intuitivamente, es el
conjunto de puntos que representan las distintas posiciones ocupadas por un
punto que se mueve; si se usa el término curva por oposicion a recta o linea
poligonal, habria que excluir de esta nocién los casos de, aquellas lineas que
cambian continuamente de direccién, pero de forma suave, es decir, sin
formar &ngulos. Esto las distingue de las lineas rectas y de las quebradas.
Estarian fuera de esta nocién los casos de movimiento rectilineo. Sin
embargo, utilizando la definicion matematica, una linea recta es un caso
particular de curva.

Curva: Es el caso limite de poligonal en que los saltos discretos de los
segmentos son infinitesimales. También en este caso se dice curva plana,
también llamada de simple curvatura por el angulo de contingencia, si tiene
todos sus puntos en un mismo plano; y curva alabeada, llamada de doble
curvatura por los dos angulos el de contingencia y el de torsién, en caso que
todos sus puntos no estén en un mismo plano.

A continuacion se van a definir las principales caracteristicas de las curvas
planas.

La recta secante de una curva es la que une dos puntos de la curva
separados una distancia finita. El orden de una curva es el nUmero maximo de
puntos de corte con una secante. En la figura se muestra una curva de 4°
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La recta tangente a una curva en un punto es el limite a que tiende la secante
cuando los dos puntos de corte tienden a confundirse.

De esta forma la tangente puede ser de primera especie cuando el punto de
tangencia esta quieto y el otro se aproxima al primero, de segunda especie
cuando los dos puntos se aproximan simultaneamente hacia el de tangencia.
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La clase de una curva es el nimero maximo de tangentes que se pueden
trazar desde un punto exterior. Por ejemplo, la circunferencia es una curva de
clase dos.

La recta normal a una curva es la perpendicular a la tangente por el punto de
tangencia. Segun esta definicién por un punto de la curva existiran infinitas
normales. Para las curvas planas la mas importante de estas normales es la
coplanaria con la curva, que es la normal principal.



2.2.

ECUACIONES PARAMETRICAS

Reciben este nombre aquellas ecuaciones en que las variables x y y, cada
una separadamente, estan expresadas en funcion de la misma tercera
variable. Segun esto, designando por la letra z la tercera variable,
comunmente llamada variable paramétrica, estas ecuaciones se representan
en la siguiente forma general:

x=F(2)

y=F(2)

Es muy importante aclarar que cada dos ecuaciones paramétricas representan
una sola curva perfectamente referida a un sistema de ejes cartesianos.

Trazado de una curva dadas sus ecuaciones paramétricas.

En forma directa se le asignan valores ordenados al parametro con lo cual las
ecuaciones paramétricas determinan los valores correspondientes a x, y, que
representan las coordenadas de un punto de la curva. Uniendo los puntos asi
determinados resulta una curva, que es la representaciéon grafica de las
ecuaciones paramétricas.

Ecuaciones paramétricas de algunas curvas y su representaciéon grafica.
CIRCUNFERENCIA

Sea la circunferencia de centro en O y radio a. sean ademas M(x,y) un punto
de la curva y ©=angXOM.
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Se tiene, como ecuaciones paramétricas de la circunferencia:
x =acosf
y =asinf

CICLOIDE

Es la curvatura descrita por un punto fijo de una circunferencia que rueda, sin
resbalar, a lo largo de una recta fija.

Tomese al eje x como la recta fija OX sobre la cual se hace rodar la
circunferencia de centro C y radio r, y sea M el punto fijo que describe la
curva.
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En el momento en que comienza a rodar la circunferencia, el punto M coincide
en el origen con T, punto de contacto de la circunferencia con OX. Cuando M
y T lleguen a A, cada punto habra hecho un recorrido igual a 21rr, es decir, en
todo instante genérico, la distancia OT es igual al arco TM. Teniendo presente
gue cuando la medida del angulo se da en radianes, el arco es igual al radio
multiplicado por el nUmero que mide el angulo, se puede escribir:

x=0P =0T —MN =r6 —rsinf;
y=PM=TC—-NC=r—rcosf;

de donde:
x=1r(0—rsinf);
y =1r(1— cosB);

gque son las ecuaciones paramétricas de la cicloide.

HIPOCICLOIDE

Es la curvatura que describe un punto fijo de una circunferencia que rueda, sin
resbalar, permaneciendo siempre tangente interiormente a otra circunferencia
fija.

B Sean a el radio de la circunferencia

— ' fija de centro O, b el radio de la
circunferencia menor, de centro O’,
gue rueda, permaneciendo siempre
tangente a la circunferencia mayor,
M el punto fijo de la circunferencia
menor que describe la hipocicloide, y
T el punto de tangencia.
| / En A coinciden My T. cuando M
\ / haya descrito la arcada AB; habréa

/ girado 360°, y el punto T habra
B recorrido el arco AB;
- 0 sea: arco AB=2tb.

Por la figura se tiene, designando por ¢ el dngulo O'MN:
2=0P =0Q - NM =00 cos 6 + O'Mcosp; (1)
y=PM=Q0 —NO’=00'senf — O'Mseng. (2)

Conviene expresar el angulo ¢ en funcion de © para que figure un parametro
solamente.
El 4ngulo &’ es exterior al tridngulo O0'R; por tanto:
¢ = éng O’OR + 4ng O'RO = ¢ + 0;
0 sea: p=0—24. (3)

Ademas, por la manera de ser generada la curva, el arco AT
es igual al arco MT; de donde:

af = b#’, es decir: 6':%3;
valor que, sustituido en (3) da:

__a _a—b



Sustitiiyanse ¢ por este valor, 00’ por a — b, O’M por b,
en (1) ¥ (2); se obtiene:

x=(a—b)cosd}b cos";ba;

by.
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y=(a—b)send — bsen?

que son las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide.

ASTROIDE
Si los radios de las circunferencias que intervienen en la generacion de la
hipocicloide son inconmensurables, la curva no vuelve a pasar por el punto
inicial A. Pero, si los radios a y b son conmensurables, resulta una curva
cerrada.

En el caso particular de b=(1/4)a, se

obtiene una curva llamada astroide. el
Las ecuaciones paramétricas de esta curva g

se deducen de las de la hipocicloide,

sustituyendo b por (1/4)a 'y después

reduciendo queda: /

x =acos30;
y =asen38

Que son las ecuaciones paramétricas de la \
astroide. o

2.3. Derivada de una funcion dada paramétricamente
Si una curva suave C esta dada por la ecuaciones x=f(t) y y=g(t), entonces
la pendiente de C en (x,y) es

dy dy/dt dx

dx _ dxjdt’ Py

Esto se da ya que cumple con el teorema que proporciona las condiciones
necesarias para obtener la derivada de una funcién dada en forma
paramétrica:

Sean f y g funciones derivables en un intervalo |t;,t;[. Supongamos que f
tiene una inversa derivable en ese intervalo. Entonces en cada punto
donde f'(t) # 0, las ecuaciones x = f(t), y = g(t) implican que existe una
- , . g @® Dy
uncion derivable F tal que y = f(x), yademas D,y = —— = ——
- Derivadas de orden superior para una funcion dad en forma parametrica
Six yy estan dadas en forma paramétrica entonces D2y puede expresarse como sigue:

D¢(Dyy)

D2y =D_(D,y) =
<Y = Dy (Dyy) Dix



En general, para obtener la enésima derivada, cuando las ecuaciones
estan dadas en forma paramétrica, se aplica la siguiente igualdad:

_ D, (D;?"ly)

Dn
xy Dtx

A continuacion veremos unos ejemplos de derivadas de funciones dadas
en forma parametrica.

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuaciones x = Bt, y = Ct—dt* cuandot =0
Solucidn:

La ecuacidon de la recta tangente estd dada por ¥y = mzx + b, donde m = D,y.

. Dy C-—2dt

Se tiene que D,y = m =—F—
] C C

Cuando t =0 entonces D,y = 5 por lo que y = EI +b (*)

Cuando t =0 se obtiene r =0, y =0, y al sustituir en (*) se obtiene: b= 0.

Luego, la ecuacion de la recta tangente es: y = EI
Ejemplo 2:
2t tsent
- 2 4 ; £  ento D 2t + sent 2 D,(D_y) Dy (Et +E::s¢)
lx =2t 4sent, y=1{" — cost entonces =— ¥ = =
» ¥ =Y 62 + cost 4 Dix Dy (24 4 sent)

(6t 4+ 2) cost +1 — 12¢2 — 10 sent
(62 + cost)?(62 4 cost)

2.4. Longitud de arco en forma paramétrica
Si una curva suave C esta dada por x =f(t) y y = g(t) y C no se interseca a
si misma en el intervalo a < t < b, entonces la longitud de arco de C en
este intervalo est4 dada por:

s = f ’ (dx)2+(d—y)2dt - f FOr g OP de

dt dt
Un circulo de radio 1, rueda sobre otro circulo mayor de radio 4, como se muestra en
la figura 10,33, La epicicloide trazada por un punto en el circulo mas pequefio estd
dada por

Ejemplo:

x =5cost— cos 5t

y = Ssent — sen5t,

Hallar la distancia recorrida por el punto al dar una vuelta completa alrededor del
circulo mayor,



Solucion Antes de aplicar el teorema 10,8, hay que observar en la figura 10,33 que
. e, la curva tiene puntos angulosos en t = 0y t = /2, Entre estos dos puntos, dx/dr y
» % dy/dt no son simultineamente 0, Por tanto, la porcién de la curva que se genera de
t = 0art= /2 es suave, Para hallar la distancia total recorrida por el punto, calcu-
. lar la longitud de arco que se encuentra en el primer cuadrante y multiplicar por 4,

()

I L m/ dxh\2 2
T ° s=4 —) + | =] dt Forma paramétrica de la longitud de arco,
X d dt

i

w2
> =4I v (—5sent + 5sen51)? + (Scost — 5 cos 5¢)2 dt
L1]

w2
os i — cos 5t =20f /2 — 2 sentsen 5t — 2 cos t cos 5t dt
1]

xm5c
vm=5se

nt—sen 5t

w2
= 20‘[ /2 — 2 cos 4t dt
a
w2
=20 f /4 sen? 2t dt Identidad trigonométrica,
0

w2
= 40 I sen2t dt
L1]

w2
—20[0:33 2rJ

1]
=40

2.5. Coordenadas polares.
Hasta ahora las graficas se han venido representando como colecciones de
puntos (X, y) en el sistema de coordenadas rectangulares. Las ecuaciones
correspondientes a estas gréaficas han estado en forma rectangular o en
forma paramétrica. En esta seccion se estudiara un sistema de
coordenadas denominado sistema de coordenadas polares.
Para formar el sistema de coordenadas polares en el plano, se fija un punto
O, llamado polo (u origen), y a partir de O, se traza un rayo inicial llamado
eje polar, como se muestra en la figura.

A continuacion, a cada punto P en el plano se le

asignan coordenadas polares (r, 8), como sigue.

r = distancia dirigidade O a P
8 = dngulo dirigido, en sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el
eje polar hasta el segmento OF

En coordenadas rectangulares, cada punto (X,y) tiene
Eie una representacion Unica. Esto no sucede con las

= dngulo dirigido

polar coordenadas polares. Por ejemplo, las coordenadas

(r,0) y (r,2m + 6) representan el mismo. También, como r
es una distancia dirigida, las coordenadas pueden representar el mismo
punto. En general, el punto puede expresarse como:

(r,0) =(r,0 + 2nm)
0
(r,0)=(r06+(2n+1n)

Donde n es cualquier entero. Ademas, el polo esta representado por (0,08), donde 6 es
cualquier angulo.



2.6. Gréficas de ecuaciones polares
Una manera de trazar la grafica de una ecuacién polar consiste en
transformarla a coordenadas rectangulares.

TEOREMA  Transformacion (o cambio) de coordenadas

Las coordenadas polares (r, ) de un punto estdn relacionadas con las coorde-
nadas rectangulares (x, y) de ese punto como sigue.

l. x =recos @ E.Lanﬁ=z

Fsenf =Xt oy

=
[

EJEMPLO Trazado de una grafica polar

Dibujar la grificade r = 2 cos 36,

Solucion Para empezar se expresa la ecuacién polar en forma paramétrica.
x = 2cos 3fcost y y = 2 cos 3fisend

Tras experimentar un poco, se encuentra que la curva completa, 1a cual se llama curva
rosa, puede dibujarse haciendo variar a 6 desde 0 hasta , como se muestra en la figu-
ra. Sise traza la grifica, se verd que haciendo variar a

desde 0 hasta 27, se traza la curva entera dos veces,
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Otra forma de realizar las graficas polares, es elaborar una tabla de
valores, asi al representar los puntos se obtendra la grafica.



