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4,

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

4.1.

4.2.

Definicidon de una funcion de dos variables
La primera parte de esta asignatura se ha centrado en el estudio de las
funciones de una variable,

fR->R

Lo que sigue ahora, es el estudio de las funciones de dos variables.
f:R? >R
Estas funciones se representan a menudo mediante el simbolo z = f(x,y).

Una funcién de dos variables tiene como dominio parejas de numeros (asi
gue se le asignard un nimero nuevo a cada una de estas parejas). En
general, el dominio de una funcién con n variables (n = 1) esta formado por
puntos con n coordenadas, y la funcién asocia a cada punto un nimero real
determinado.

Una funcién con n variables es una regla f que asocia a cada punto (x1, x2,
..., xn) dentro de un determinado conjunto D un ndmero real f(x1, x2, . . .,
xn). El dominio D es un subconjunto de Rn, es decir, esta formado por
puntos con n coordenadas. Representaremos esta funcion escribiendo:

f:D—-R obien D-L R

Cuando queramos indicar la accion de la funcion sobre un punto, entonces
escribiremos:

f
(x1,72,...,Zn) — flx1,72,...,20).

Grafica de una funcién de dos variables
La grafica de una funcion de dos variables es el conjunto de puntos (X,y,z)
talesque z = f(x,y) y x € D. Es decir,

Graf(f) = {(x, . f(x,»)I(x,y) € D}

La grafica de una funcién de dos variables z = f(x, y) puede interpretarse
geométricamente como una superficie S en el espacio de tal forma que su
proyeccion sobre el plano xy es D, el dominio de f. En consecuencia, a
cada punto (x,y) en D le corresponde un punto (x,y,z) en la superficie y, a la
inversa, a cada punto (X,y,z) en la superficie le corresponde un punto (X,y)
enD.
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4.3.

Curvas y superficies de nivel

MAPAS DE ALTURAS Y CURVAS DE NIVEL

La grafica de una funcion h de una sola variable es la representacién de un
conjunto de puntos de la forma (X, y) tales que y = h(x). Cuando tenemos
una funcion f de dos variables, la grafica tiene que representar conjuntos de
puntos de la forma (X, y, z) tales que z = f(X, y). Por este motivo, para
representar la grafica de una funcién de dos variables necesitamos tres
dimensiones. En el caso de la grafica tridimensional, partimos de tres ejes
perpendiculares entre si: en los dos ejes horizontales representamos las
variables x e y, y en el eje vertical representamos los valores z que toma la

funcion.
z=f
\ (X,y,l)

Funcién de dos variables

Hemos denominado los ejes con las letras X, Y y Z, respectivamente. A
cada valor de las variables x e y le corresponde un punto (X, y) del plano
gue se encuentra en la base. Por “ ultimo, la funcion f asocia un valor z =

f(x, y) al punto (X, y).

Con la grafica nos podemos imaginar el grafo de una funcion de dos
variables como una sabana por encima (o por debajo, si la funcién toma
valores negativos) del plano donde estan los puntos (X, y). También
podemos establecer un simil con una montafia, de forma que para describir
el comportamiento de la funcién nos interesara saber si la pendiente es
muy fuerte o no en una determinada direccion, junto con donde se
encuentran las cumbres y los valles. Una Gltima manera, que nos resultara
intuitiva para otros propésitos como veremos mas adelante, es considerar
la grafica de la funcion como si se tratase de la superficie de un pastel que
hemos colocado sobre el plano donde estan las variables x e y (de ahora
en adelante lo llamaremos plano XY).

Es probable que los aficionados al excursionismo estén familiarizados con
los mapas topogréaficos, donde se indican las alturas de los puntos
mediante una serie de curvas que conectan puntos de una misma altitud.
Estas curvas se conocen como curvas de nivel, porque como su propio
nombre indica, si seguimos una de ellas nos mantenemos en el mismo



nivel. Una de las formas posibles de imaginarnos la grafica de una funcién
de dos variables es como si fuese una montafia (o, mejor dicho, como una
region con accidentes geogréficos: montafias y valles). No tenemos que
extrafiarnos, pues, de que el recurso de las curvas de nivel utilizado en los
mapas topograficos también nos sirva a nosotros para simplificar la
representacion de funciones de dos variables.

Podemos ver que las curvas de nivel no se representan en tres
dimensiones, si no en dos. Las curvas de nivel son precisamente una forma
de tener informacién sobre la tercera dimension (la altitud), sin necesidad
de dibujarla.

Si queremos determinar una curva de nivel, tenemos que fijar una cierta
altitud, es decir, un cierto valor de la z, y entonces unir todos los puntos
(%, ¥) que tienen la propiedad de que f(x, y) = z.

Ejemplo:

Sea g(x, y) = V(xy) la media geométrica de los nimeros x e y. La curva de
nivel 4 estd formada por todos los pares ordenados (X, y), la media
geométrica de los cuales es 4. Por ejemplo, (4, 4), (2, 8) y (8, 2) estan
todos sobre esta curva de nivel. A continuacién mostramos la grafica de
J(xy) y sus curvas de nivel en el plano xy.

O = P W

/Ty con curvas de nivel

Ahora entonces, podemos resumir:

Dada una funciéon f con dominio en IR? y un namero cualquiera c,
la curva de nivel ¢ de la funcion f esta formada por el conjunto de

puntos que satisfacen f(xy,23) = c.



El concepto de curva de nivel, se generaliza al caso de tres variables
independientes, en las denominadas superficies de nivel.

Dibujar graficas de las funciones de dos variables es en general una cosa
facil. Dibujar las graficas de las funciones de tres variables es imposible.
Para dibujar tales objetos necesitariamos un espacio con cuatro
dimensiones; el propio dominio ha de ser una porcion del espacio
tridimensional.

Podemos intentar representar el comportamiento de una funcién de tres
variables, W = f(x,y,z), examinando las superficies de nivel de f. Estas son
los subconjuntos del dominio con ecuaciones de la forma f(x,y,z) = ¢, donde
c es un valor en la imagen de f.

Las superficies de nivel suelen ser dificiles de dibujar. Sin embargo, es util
saber algo acerca de ellas. Ahora veremos unos ejemplos:

Ejemplo Para la funcion f(x, y, 2) = Ax + By + Cz las superficies de nivel son los planos
paralelos
Ax+By+Cz = c.

Ejemplo Para la funcién g(x, y. 2) = Jx? + 32 + 22 las superficies de nivel son esferas
concéntricas

x24 2422 = ¢2,

Ejemplo Como ejemplo final consideramos la funcién

=]

=1

fix,v,2) = = .
X2+ p¢

La extendemos al origen dindole el valor O en ese punto. En los demids puntos del eje z deja-
mos que f no esté definida.

Primero, observemos que f sélo toma valores no negativos, Dado que f se anula sélo
cuando z = 0, la superficie de nivel 0 es el plano xy. Para hallar otra superficie de nivel, consi-
deremos ¢ > 0 y hagamos f(x, v, 2) = ¢. Esto da

|=
-

- = ¢, luego [zl = c(x? +2).
X< 4 p-

(Figura .) Cada una de estas superficies es un paraboloide doble de revolucion.

superficie de nivel
o= x? + ¥3). (e>0)



4.4,

Limites y continuidad
LIMITE

Sea D un subconjunto de R" y f : D — IR, una funcidn definida en

D, ysea a en un punto de acumulacién de D. Decimos que el limite

de una funcién f cuando z se acercaa a es L € R, y lo escribiremos
lim f(z) = L si para cada e > 0 hayun é > 0 tal que |f(z) — L| < esi
;_’EED y0<d(z,a) < 6.
Por ejemplo, si la funcion es de dos variables, esto significa que para un
entorno de L, (L —e , L + €), encontramos un disco de centro a tal que la

imagen de todos los puntos del disco donde la funcién esté definida,
diferentes del mismo a, esta comprendida dentro de (L —¢ , L + ¢€).

-

L+e

L
u \ . L-¢

Disco de radio & y centro (a,b)

Si f: D — IR se define en « = a y existe lim f(z), se dice que f es

continuaen a si lim f(x) = f(a).

CONTINUIDAD
Intuitivamente, la definicion de continuidad significa que la funcién no tiene
saltos repentinos.

Cuando tratamos con subconjuntos de R, solo contamos con dos
direcciones mediante las cuales un punto puede ser aproximado: desde la
izquierda o desde la derecha. Sin embargo, cuando hay mas variables la
situacion cambia, ya que tenemos muchas trayectorias posibles de
aproximacion.

Esto, por un lado, marca una diferencia no trivial con respecto al caso de
una variable y, por el otro, hace que la definicién de limite sea mas
restrictiva, puesto que el limite se encuentra bien definido si, y solo si,
existe para todas y cada una de las trayectorias posibles de aproximacion.



Ejemplo:

Consideramos la funcion:

my2 - ’

- stz #0
flz,y) = i

0 siz =0

Queremos comprobar que f no es continua en el punto (0,0). Para conseguirlo veremos
que si nos acercamos a (0,0) siguiendo trayectorias diferentes, obtenemos resultados
también diferentes. Empezamos por las trayectorias mas sencillas: las rectas. Una recta
que pase por (0,0) tiene la ecuacion:

ar+by=0,
donde a y b son nameros fijos. A continuacion estudiaremos dos casos diferentes:

a) Si b =0, entonces la recta es = = 0, es decir, estamos observando la funcién a lo largo
deleje Y. En este caso, tenemos que f(0,y) = 0 para todo y, que es una funcion continua
(al ser constante).

b) _Si b # 0, tenemos que y = — ¢ x. Definimos ¢ = — % tal que y = ex. Elvalor que toma
la funcion en este punto es:

2 3 .
_Ecﬁ?_ 51T # 0

flaex)=q °
0

siz=0

Esta funcion de una variable es continua para todo ¢ fijado, puesto que:

S o) = & fim 5y =0

Hemos visto que si nos acercamos a (0, 0) siguiendo trayectorias rectas, f(z,y) es continua.

Por otro lado, para comprobar que f no es continua en (0, 0), consideramos la trayectoria
(parabolica) establecida por = = »2. En este caso, la funcion de una variable que resulta

@s:
4

=4 T ’
0 siy=0
es decir:
i 1 siy#£0
fly™y) =
0 siy=10

que corresponde claramente a una funcion discontinua cuando y = 0, lo cual implica,
en particular, que la funcion f(z,y) no puede ser continua en ¢l punto (0, 0).



4.5,

Definicion de derivadas parciales de funciones de dos variables, asi

como su interpretacion geométrica.

Sea f una funcién de x e y; por ejemplo:

f(x,y) = 3x%y — 5xcosmy
La derivada parcial de f con respecto a x es la funcién f, obtenida
diferenciando f con respecto a x, considerando a y como una constante, en
este caso

frx(x,y) = 6xy — 5cosmy
Las derivadas parciales se definen formalmente como limites:

Sea f una funcién de dos variables. Las derivadas parciales de x e y son
las funciones f, y f, , definidas por

o fEHRY) -Gy _of
fe(y) = lim . -,

. floy+h) —fxy) _of
) = 22T IR

Interpretaciébn geométrica

Coloquialmente, para una funcion de dos variables f(x, y) decimos que los
Aot ar o . .
valores de %, d—i en el punto (zo, yo) denotan la pendiente de la superficie

z = g(x,y) en las direcciones de z e y, respectivamente.

Geomeétricamente, la derivada parcial g—f(m. yo) se interpreta como la pen-
diente de la recta tangente a la curva que se obtiene de intersecar el pla-
of

no y = yo y la superficie = = f(x,y). Dicho de otro modo, 7 -(v0,70) =

= f'(z.y0) | 1=s,, donde f’ es la derivada de f respecto de ». Analogamente,
%(m(,_;m) = f'(x0.y) |y=yo, donde ahora f’ es la derivada de f respecto

de v.

Iy
z (o Yo%) 7 (¥, ¥, 70)
I|I . — \ —
o Al / A
-~ |I |
/ ——F
Zy ,-'f Z :_:5._/.-97 _— I."'
[3 1
|
| |
f.-" = _ / |
|"I __./'// ] Plano y =y, ‘," / ——>Plano x = x,
[ Yo . L Yo
¥
g 4
X X

%[mo,yo ) pendiente en la direccion = gi— (xp.wo): pendiente en la direccion v



4.6.

4.7.

Independientemente de la cantidad de variables que intervienen, las
derivadas parciales de funciones de varias variables se pueden interpretar
fisicamente como razones de cambio, variaciones instantaneas o
coeficientes de variacion, igual que cuando se tiene una sola variable. El
ejemplo que vemos a continuacion muestra este aspecto.

Derivadas parciales de orden superior

Sitenemos * =/ (x’y), sabemos que las derivadas parciales de la funcién
respecto de las dos variables independientes son, en general, funciones a
su vez de las mismas variables.

Siendo las derivadas parciales funciones de las mismas variables, estas
funciones pueden derivarse nuevamente respecto de yde xey les
llamamos derivadas parciales de segundo orden. Hay que hacer notar que
ahora tendremos que la primera derivada parcial respecto de x puede ser
derivada parcialmente respecto de x y también respecto de y. De igual
manera, la primera derivada parcial respecto de y, puede ser derivada
parcialmente respecto a esa misma variable y también respecto de x. De
manera que las segundas derivadas, o derivadas de segundo orden,
pueden ser estas cuatro derivadas parciales:

8%z . 8%z .
o 2 = fxx A fxy
ox dxy
. ;.
2=t =Jyx
ay dyox

Puesto que estas cuatro derivadas parciales segundas pueden ser
funciones de xy devy, es claro que pueden derivarse nuevamente para
obtener las derivadas de tercer orden y asi sucesivamente hasta el orden n.

Incrementos, diferenciales y regla de la cadena

INCREMENTOS

Para funciones z = f (X, y) de dos variables,AX y Ay son los incrementos
de x ey, y el incremento de z en el punto (x,y) viene dado por:

Az =f(X+AX y+Ay)—f(XY)

z (3o ¥o flxe. %))
A
z=f{x, y)\ (xo + Az, 55 + 4y, fix, T Az o T 4y)

|
(0 + Az, 5 + Ay, flxo, ¥o)) ’
| 1!
H e '
f(xe, ¥e) B flxy + Az, ¥, T 4y)

(xo+ Ax,yo +2y,0)

(%2, ¥2,0)



DIFERENCIAL

Existen muchas situaciones, dentro y fuera de las matematicas, en que
necesitamos estimar una diferencia, como por ejemplo en las
aproximaciones de valores de funciones, en el célculo de errores al
efectuar mediciones o simplemente al calcular variaciones de la variable
dependiente cuando la variable independiente varia "un poco", etc.
Utilizando a la recta tangente como la mejor aproximacion lineal a la
funcidn en las cercanias del punto de tangencia, aproximaremos

esta diferencia con la diferencia sobre la recta tangente, a la que
llamaremos EL DIFERENCIAL de la funcion en el punto.

Consideremos la siguiente ilustracion en donde aproximamos a la funcion f
por su recta tangente.

Pp = (%o, £x)

¥

%5 X, +th

Considerando que la recta tangente es la mejor aproximacion lineal a la
gréfica de f en las cercanias del punto de tangencia P, si le

llamamos of =E(X':' " hj _E(X':':I

Xo+hy AR 1 5 a variacién de la recta tangente en el mismo rango de
variacion en x, podemos afirmar que para valores de h "cercanos" a 0,
estas dos variaciones son muy parecidas, es decir, que Df se aproxima a
DRy .

a la variacion de f cuando x varia de x, a

Podemos expresar a DRy en términos de h y el angulo g que forma la recta
tangente con el eje de las abscisas. En el triangulo de la figura, que
extraemos a continuacion, se observa lo siguiente:

ART

tand =

% =  ARp=(tan®)h = ARg =f'(x_)h

10



En virtud de que D Ry es un aproximado de la diferencia Df, lo definiremos
como el diferencial de f en el punto x,, con respecto al incremento hy lo
denotaremos por df, es decir,

df = f '(xo)h

Diferencial total
Si f es una funcion de dos variables (x,y). Siendo f diferenciable en (x,y),
entonces la diferencial total de f es la funcién df dada por:

di(s, 7, Az, Ay) = gfrx, 5. fx - %frx, 5)- by
O bien
oz gz

de=" dx-2 4y
s gy

REGLA DE LA CADENA

Teorema. Seaw = f(x,y) una funcion diferenciable de x e y. Six = g(t) e
y = h(t) son funciones derivables de t, entonces w es funcién derivable de
t, con

dw  ow dx N ow dy

dt  ox dt oy dt
La regla de la cadena facilita mucho el trabajo con funciones: para
encontrar las derivadas de funciones compuestas es suficiente con conocer
las derivadas de las funciones elementales.
En el caso del calculo de una variable, la regla de la cadena nos indica

que:

(9(n(@)) = ¢ @I (@),

es decir, que lo que tenemos que hacer es ir multiplicando las suce-

sivas derivadas de las funciones componentes.

Supongamos que tenemos una determinada funcién de dos variables z =
= f(z,y). Un tipo de composicién muy frecuente es aplicar ahora una
funcion de una variable 4 a z. La funcidon compuesta resultante es h(z) =

= h[f(z,y)], como se ve, una nueva funcién de dos variables.

Si f(z.y) = 22 4+ y* v h(z) = /z, entonces la funcién compuesta es la

siguiente: h[f(z,y)] = \/x2 + y=2.

11



Regla de la cadena I

Supongamos que tenemos una funcién compuesta:
g(z, y) = = h[f(z.y)]. La regla de la cadena determina que sus deri-

vadas parciales son:

g—i(:t:? y) =h'[f(z,y)] %(m, v),

L a) = WU )] S0,

Esquematicamente, si z = f(z,y), podemos escribir:

99 _ ..\ 0f
7 =) 5y
99 _ ...\ 0f
3y ="y

Otro caso tipico en ingenieria es que cuando partimos de una funcién de
dos variables f(z,y), donde tanto  como y dependen de otra variable p. Si
suponemos que hay dos funciones de una variable u v v, en que z = u(p)

e y = v(p), entonces la funcién compuesta es g(p) = flu(p), v(p)|.

Regla de 1a cadena 11

Supongamos que tenemos una funcién compuesta de la forma si-
guiente:
g(p) = f(z,y) = flu(p),v(p)]-

La regla de la cadena indica que su derivada es:

/) = 5o (D) + F v (p)

Derivacion parcial implicita

Recordaremos el concepto de derivada implicita antes de continuar con la

derivacion parcial implicita.

En los cursos de calculo y secundaria la mayor parte de las funciones con

gue trabajamos estan expresadas en forma explicita, como en la ecuacion:

y =4a 43

12



donde la variable y estd escrita explicitamente como funcion de x. Sin embargo. muchas
funciones estdn implicitas en una ecuacion. La funcion y = 71 viene definida implicita-
mente por la ecuacion

roy=1

. B [ r . I .
Si queremos hallar la derivada 5 para esta tltima ecuacion lo hacemos despejando y.,

dx

asi: y = Tl = 1!, obteniendo su derivada facilmente:

d_ a1
dr

g2
El método sirve siempre y cuando seamos capaces de despejar v en la ecuacion. El
problema es que sino se logra despejar la variable y es inatil este método.

Para realizar una derivada implicita con derivadas parciales se usa la
siguiente férmula:

af

dy &
= T3

dz Ay

Si tenemos que F(z, X5 X3, X, ) = ¢ define implicitamente una funcién

=f (xl 5 P PRERIN o ) , diferenciando totalmente como hicimos antes, veremos que las

derivadas parciales de la funcién implicita son:

O By
Ox, F,
o __Ey
Ox, F,
Bz __Fxn
ox F,

Ejemplo:
La ecuacion x° + y2 +7i= ¢, define implicitamente una funcién z = f (x,y )y

queremos encontrar las derivadas parciales.

Hacemos: F(JC2 + y2 + zz) = ¢ y aplicando las reglas (3) y (4):

o __F 3)
O _ F,_ 2x_ x ox  F
ax Fz_ Zz_ z .
a F
)
du Fz

a__ K _ 2y vy
dy F, 2z z

13



4.9.

Coordenadas cilindricas y esféricas

COORDENADAS CILINDRICAS

Sea P un punto en el espacio con coordenadas cartesianas (X, y, z). Las
coordenadas cilindricas correspondientes son (r, 8, z), donde (r, 8) son las
coordenadas polares del punto (X, y) en el plano xy, y z es la misma
coordenada z en coordenadas cartesianas.

Luego, las ecuaciones de transformacién son:

X =rcosf y = rsenf z=1z

V4

I
N

r? =x? + y? tan0=¥

COORDENADAS ESFERICAS

Sea P un punto en el espacio con coordenadas cartesianas (X, y, z). Las
coordenadas esféricas correspondientes son (p, 8, ¢), donde p es la
distancia del punto P al origen, 8 es el mismo que en coordenadas
cilindricas y ¢ es el angulo que determina la recta OP con la direccion
positiva del eje z, luego 0 < ¢ < m.

AN 2

\?“",9/4))
‘i

X

Luego, las ecuaciones de transformacién son:

x = psengcosf y = psengsenf Z = pcos@

z
p?=x?+y?+2° tan9=z COSPp = ————
x Jx2+y? 422

14



4.10. Derivada direccional, gradiente, divergencia y rotacional
DERIVADA DIRECCIONAL
En el caso de las funciones de varias variables, podemos considerar la
variacion de la funcién en un punto en funcién de la direccion que
tomemos.

Sea v un vector unitario de IR", es decir, ||v|| = 1, y sea f una tuncién
definida en un entorno de un punto a € R™. Si existe el limite:

lim f(a + hU) - f(a)
h—0 h '

su valor es la derivada de la funcion f en el punto « en la direccion

v, v se escribe D, f(a).

Observa que la existencia de estas derivadas direccionales significa sim-
plemente que la funcién de una variable real ¢t — f(a +tv) es derivable en

t = 0. En particular, si v = ¢; se obtiene la i-ésima derivada parcial de f.

De entre las infinitas direcciones que podemos considerar para una funcion

fenun punto a € R?, tres de las derivadas direccionales coincidirdn con
3 a 3

3L(a), 5L(a), 5L(a).

Ejemplo

Para la funcion g(z,y) = 423 + 322y — 22y? — 52 + y3 + 7 consideramos la condicion
de que su derivada direccional pase por el punto (0,0) v tenga la direccién del vector

unitario (%5 —%5) Definimos la derivada direccional de g en el punto (0,0) y en
la direccion del vector (%5 —%5) como la derivada de la funcion de una variable,
u(t)=g (%ﬁt,_ —%ﬂ) evaluada en t = 0. En concreto:
2 2 3v2 2 2 5v2
um:g(gm_gg _ (ﬁ_fg_g_g)ts_ V2n

Por lo tanto:

PRY EE N ECY SR P
4 2 7
w'(0)=3 (—Q) 0-3V2,

2 2

La derivada direccional es —32¥2

lo cual nos indica que el corte vertical (v, en con-

2 ’
secuencia, la funcion g) decrece a partir de (0,0), si nos movemos en la direccién del
vector %9—%?) (Recordemos que una derivada negativa indica que la funcién es
decreciente).

15



Al calcular una derivada direccional, los vectores que consideramos siem-

. . . © SOT e V2 _\V2 T .
pre deben tener longitud 1. Asi, por ejemplo, (72 - 72) es unitario, debido

2 2
que (?) + (—Q) = 1. El motivo por el cual se han escogido siempre
vectores unitarios es que, de esta manera, se pueden comparar dos deriva-

das direccionales en direcciones diferentes.

En general, si a € R® y v es un vector unitario, la derivada direccional de
f en asegtn la direccion v se puede calcular como la derivada en cero de

u(t) = f(a+ tv). Es decir, D, f(a) = u'(0).

GRADIENTE

El vector gradiente, se utiliza en diferentes situaciones. Las dos méas
importantes son: en el calculo de derivadas direccionales y en el calculo de
extremos de funciones.

Para considerar el gradiente en un punto es necesario que en este la
funcién admita derivadas parciales. Recordemos ahora que:

Siz = fl(a,...,x,), entonces el gradiente de f, que se denota me-

diante V f(z1....,7,), es el vector:

Vi(zy,...,2,) = (ﬂ(:clxn),,%(xl,,an))

El metodo practico para calcular la derivada direccional de una fun-
cion es el siguiente:
D, f(a)=Vf(a)-v,

donde v es un vector unitario, es decir, ||v|| = 1.

1) La direccion de maximo crecimiento de una funcion f en un

punto arbitrario (x,y) viene dada por V f(z,y) y el valor maximo de
2 212
—|(2 8 — V(=)
Duf(xsy) €s ||Vf(:r,y)|| — |:(§'mi) + (3’5) } con u = ||vf(g;,§)||-

2) La direccion de maximo decrecimiento de una funcion f viene

dada por -V f(z,y) v el valor minimo de D, f(z,y) es —||V f(z,y)|| =
1
2 21z

con v — — Vi)
3) Laderivada direccional de una funcion f en (z,y), en la direccion

TVl

del vector u, es nula si, y solo si, el vector u es perpendicular al vector

gradiente V f(z, y).

16



4.11.

El gradiente de una funcién de dos variables es una funcién vectorial de
dos variables. Tiene multiples aplicaciones (como la divergencia y el
rotacional).

No se asigna valor alguno al simbolo V' ensimismo. Es un operador, en
el mismo sentido que lo es d/dx: CuandoV opera sobre f (, y) produce el
vector V f(x,Y).

DIVERGENCIA
Otra importante funcion definida sobre un campo vectorial es la
divergencia, que es una funcion escalar.

La divergencia de F(x, y) = (M, N) es

div F(x,y) =V - F( )—6M+6N Pl
wF(xy)= x,y) = ox T ay ano
La divergencia de F(x,y, z) = (M, N, P) es
div F( )=V F( )—6M+6N op E [
wFxvyx)= xX,Y,z) = ox Ty oz spacio
Sidiv F = 0 se dice que F es de divergencia nula.
ROTACIONAL
El rotacional de F(x, y, z) = (M, N, P) es
¢ F( )—VxF—(aP c’)N), (ap 6M),+(6N 6M)
rotFx.y,2) = ~\dy o0z "\ox T a2 T ax dy

Aplicaciones geométricas y fisicas de los operadores vectoriales
Los operadores vectoriales que veremos son el gradiente, divergencia y
rotacional.

GRADIENTE

Interpretaciéon geométrica:

De forma geométrica el gradiente es un vector que se encuentra normal a
una superficie o curva en el espacio.

Aplicaciones fisicas.

El Gradiente posee innumerables aplicaciones en fisica, especialmente

en electromagnetismo y mecanica de fluidos. En particular, existen muchos
campos vectoriales que puede escribirse como el gradiente de un

potencial escalar.

Uno de ellos es el campo electrostatico, que deriva del potencial eléctrico
E=-V¢
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Todo campo que pueda escribirse como el gradiente de un campo escalar,
se denomina potencial, conservativo o irrotacional. Asi, una fuerza
conservativa deriva de la energia potencial como

E=-VV

Los gradientes también aparecen en los procesos de difusion que verifican
la ley de Fick o la ley de Fourier para la temperatura. Asi, por ejemplo, el
flujo de calor en un material es proporcional al gradiente de temperaturas

§= —kVT
Siendo k la conductividad térmica.

DIVERGENCIA
La aplicacion central de la divergencia, es que esta proporciona el flujo por
unidad de volumen.

-'T. de Gauss:

Superficie cerrada
/
dA = / I
V. @dr= ¢ v-dA
Jr JA

\ J

Flujo de v a través de A

Interpretacién de la divergencia: Y es el flujo por unidad de

volumen.

ROTACIONAL

El rotacional da la circulacién por unidad de superficie.
- Circulacion:

- Imaginemos que tenemos un liquido que se esta moviendo arbitrariamente.

Liquido

’E - Congelamos instantineamente todo el liquido
‘EE r T salvo un tubo. Si la velocidad del liquido esta
\\t N ¥ .TI ] ; e organizada de modo coherente en el tubo, existe
"\';_‘Li;;_ i — : | AR una circulacién de liquido por el tubo.
“‘“«—;?L'—.L.LHTTF". f g
Liquido / ~-thii R

- Matematicamente se define la circulacion a lo

largo de una trayectoria G como:

(se suma la componente tangencial del campo a

lo largo de la trayectoria)
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