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4. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
4.1. Definición de una función de dos variables 

La primera parte de esta asignatura se ha centrado en el estudio de las 
funciones de una variable, 

𝑓: ℝ → ℝ 
 
Lo que sigue ahora, es el estudio de las funciones de dos variables.  
 

𝑓: ℝ2 → ℝ 
 
Estas funciones se representan a menudo mediante el símbolo z = f(x,y). 
 
Una función de dos variables tiene como dominio parejas de números (así 
que se le asignará un número nuevo a cada una de estas parejas). En 
general, el dominio de una función con n variables (n ≥ 1) está formado por 
puntos con n coordenadas, y la función asocia a cada punto un número real 
determinado. 
 
Una función con n variables es una regla f que asocia a cada punto (x1, x2, 
. . . , xn) dentro de un determinado conjunto D un número real f(x1, x2, . . . , 
xn). El dominio D es un subconjunto de Rn, es decir, está formado por 
puntos con n coordenadas. Representaremos esta función escribiendo: 
 

 
 
Cuando queramos indicar la acción de la función sobre un punto, entonces 
escribiremos: 

 
 
 

4.2. Gráfica de una función de dos variables 
La grafica de una función de dos variables es el conjunto de puntos (x,y,z) 
tales que 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦   𝑦   𝑥 ∈ 𝐷. Es decir, 
 

𝐺𝑟𝑎𝑓 𝑓 =   𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦  |(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷  
 
La grafica de una función de dos variables z = f(x, y) puede interpretarse 
geométricamente como una superficie S en el espacio de tal forma que su 
proyección sobre el plano xy es D, el dominio de f. En consecuencia, a 
cada punto (x,y) en D le corresponde un punto (x,y,z) en la superficie y, a la 
inversa, a cada punto (x,y,z) en la superficie le corresponde un punto (x,y) 
en D. 
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4.3. Curvas y superficies de nivel 
MAPAS DE ALTURAS Y CURVAS DE NIVEL 
La grafica de una función h de una sola variable es la representación de un 
conjunto de puntos de la forma (x, y) tales que y = h(x). Cuando tenemos 
una función f de dos variables, la grafica tiene que representar conjuntos de 
puntos de la forma (x, y, z) tales que z = f(x, y). Por este motivo, para 
representar la grafica de una función de dos variables necesitamos tres 
dimensiones. En el caso de la grafica tridimensional, partimos de tres ejes 
perpendiculares entre sí: en los dos ejes horizontales representamos las 
variables x e y, y en el eje vertical representamos los valores z que toma la 
función. 

 
 
Hemos denominado los ejes con las letras X, Y y Z, respectivamente. A 
cada valor de las variables x e y le corresponde un punto (x, y) del plano 
que se encuentra en la base. Por ´ ultimo, la función f asocia un valor z = 
f(x, y) al punto (x, y). 
 
Con la grafica nos podemos imaginar el grafo de una función de dos 
variables como una sábana por encima (o por debajo, si la función toma 
valores negativos) del plano donde están los puntos (x, y). También 
podemos establecer un símil con una montaña, de forma que para describir 
el comportamiento de la función nos interesará saber si la pendiente es 
muy fuerte o no en una determinada dirección, junto con donde se 
encuentran las cumbres y los valles. Una última manera, que nos resultará 
intuitiva para otros propósitos como veremos más adelante, es considerar 
la grafica de la función como si se tratase de la superficie de un pastel que 
hemos colocado sobre el plano donde están las variables x e y (de ahora 
en adelante lo llamaremos plano XY). 
 
Es probable que los aficionados al excursionismo estén familiarizados con 
los mapas topográficos, donde se indican las alturas de los puntos 
mediante una serie de curvas que conectan puntos de una misma altitud. 
Estas curvas se conocen como curvas de nivel, porque como su propio 
nombre indica, si seguimos una de ellas nos mantenemos en el mismo 
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nivel. Una de las formas posibles de imaginarnos la grafica de una función 
de dos variables es como si fuese una montaña (o, mejor dicho, como una 
región con accidentes geográficos: montañas y valles). No tenemos que 
extrañarnos, pues, de que el recurso de las curvas de nivel utilizado en los 
mapas topográficos también nos sirva a nosotros para simplificar la 
representación de funciones de dos variables. 
 
Podemos ver que las curvas de nivel no se representan en tres 
dimensiones, si no en dos. Las curvas de nivel son precisamente una forma 
de tener información sobre la tercera dimensión (la altitud), sin necesidad 
de dibujarla. 
 
Si queremos determinar una curva de nivel, tenemos que fijar una cierta 
altitud, es decir, un cierto valor de la z, y entonces unir todos los puntos    
(x, y) que tienen la propiedad de que f(x, y) = z. 
 
 
Ejemplo: 
Sea g(x, y) = √(xy) la media geométrica de los números x e y. La curva de 
nivel 4 está formada por todos los pares ordenados (x, y), la media 
geométrica de los cuales es 4. Por ejemplo, (4, 4), (2, 8) y (8, 2) están 
todos sobre esta curva de nivel. A continuación  mostramos la grafica de 
√(xy) y sus curvas de nivel en el plano xy. 

 
 

 
 
 
 
 
Ahora entonces, podemos resumir: 
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El concepto de curva de nivel, se generaliza al caso de tres variables 
independientes, en las denominadas superficies de nivel. 
 
Dibujar graficas de las funciones de dos variables es en general una cosa 
fácil. Dibujar las graficas de las funciones de tres variables es imposible. 
Para dibujar tales objetos necesitaríamos un espacio con cuatro 
dimensiones; el propio dominio ha de ser una porción del espacio 
tridimensional. 
 
Podemos intentar representar el comportamiento de una función de tres 
variables, W = f(x,y,z), examinando las superficies de nivel de f. Estas son 
los subconjuntos del dominio con ecuaciones de la forma f(x,y,z) = c, donde 
c es un valor en la imagen de f. 
 
Las superficies de nivel suelen ser difíciles de dibujar. Sin embargo, es útil 
saber algo acerca de ellas. Ahora veremos unos ejemplos: 
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4.4. Límites y continuidad 
LIMITE 

 
Por ejemplo, si la función es de dos variables, esto significa que para un 
entorno de L, (L −𝜖 , L + 𝜖), encontramos un disco de centro a tal que la 
imagen de todos los puntos del disco donde la función esté definida, 
diferentes del mismo a, está comprendida dentro de (L −𝜖 , L + 𝜖). 

 

 
 
 

 
 
 
CONTINUIDAD 
Intuitivamente, la definición de continuidad significa que la función no tiene 
saltos repentinos. 
 
Cuando tratamos con subconjuntos de R, solo contamos con dos 
direcciones mediante las cuales un punto puede ser aproximado: desde la 
izquierda o desde la derecha. Sin embargo, cuando hay más variables la 
situación cambia, ya que tenemos muchas trayectorias posibles de 
aproximación. 
 
Esto, por un lado, marca una diferencia no trivial con respecto al caso de 
una variable y, por el otro, hace que la definición de límite sea más 
restrictiva, puesto que el límite se encuentra bien definido si, y solo si, 
existe para todas y cada una de las trayectorias posibles de aproximación. 
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Ejemplo: 
 
Consideramos la función: 
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4.5. Definición de derivadas parciales de funciones de dos variables, así 
como su interpretación geométrica. 

Sea f una función de x e y; por ejemplo: 
 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2𝑦 − 5𝑥𝑐𝑜𝑠𝜋𝑦 
La derivada parcial de f con respecto a x es la función fx obtenida 
diferenciando f con respecto a x, considerando a y como una constante, en 
este caso 

𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 = 6𝑥𝑦 − 5𝑐𝑜𝑠𝜋𝑦 
 
Las derivadas parciales se definen formalmente como limites: 
 
𝑆𝑒𝑎 𝑓 𝑢𝑛𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠.  𝐿𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑐𝑖𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑥 𝑒 𝑦 𝑠𝑜𝑛  

𝑙𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑓𝑥  𝑦 𝑓𝑦  , 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 

 

𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 = lim
→0

𝑓 𝑥 + , 𝑦 − 𝑓 𝑥, 𝑦 


=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,  

 

𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 = lim
→0

𝑓 𝑥, 𝑦 +  − 𝑓(𝑥, 𝑦)


=

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

 
Interpretación geométrica 
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Independientemente de la cantidad de variables que intervienen, las 
derivadas parciales de funciones de varias variables se pueden interpretar 
físicamente como razones de cambio, variaciones instantáneas o 
coeficientes de variación, igual que cuando se tiene una sola variable. El 
ejemplo que vemos a continuación muestra este aspecto. 

 
4.6. Derivadas parciales de orden superior 

Si tenemos , sabemos que las derivadas parciales de la función 
respecto de las dos variables independientes son, en general, funciones a 
su vez de las mismas variables.  
Siendo las derivadas parciales funciones de las mismas variables, estas 
funciones pueden derivarse nuevamente respecto de  y de x e y  les 
llamamos derivadas parciales de segundo orden. Hay que hacer notar que 
ahora tendremos que la primera derivada parcial respecto de x  puede ser 
derivada parcialmente respecto de x y también respecto de y. De igual 
manera, la primera derivada parcial respecto de y, puede ser derivada 
parcialmente respecto a esa misma variable y también respecto de x. De 
manera que las segundas derivadas, o derivadas de segundo orden, 
pueden ser estas cuatro derivadas parciales: 

 

   
 

Puesto que estas cuatro derivadas parciales segundas pueden ser 
funciones de  x y de y, es claro que pueden derivarse nuevamente para 
obtener las derivadas de tercer orden y así sucesivamente hasta el orden n.  
 
 

4.7. Incrementos, diferenciales y regla de la cadena 
INCREMENTOS 
Para funciones z = f (x, y) de dos variables,                 son los incrementos 
de x e y, y el incremento de z en el punto (x,y) viene dado por: 
 
 

 

yyx 

),(),( yxfyyxxfz 
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DIFERENCIAL 
Existen muchas situaciones, dentro y fuera de las matemáticas, en que 
necesitamos estimar una diferencia, como por ejemplo en las 
aproximaciones de valores de funciones, en el cálculo de errores al 
efectuar mediciones o simplemente al calcular variaciones de la variable 
dependiente cuando la variable independiente varía "un poco", etc. 
Utilizando a la recta tangente como la mejor aproximación lineal a la 
función en las cercanías del punto de tangencia, aproximaremos 
esta diferencia con la diferencia sobre la recta tangente, a la que 
llamaremos EL DIFERENCIAL de la función en el punto. 
 

Consideremos la siguiente ilustración en donde aproximamos a la función f 
por su recta tangente. 
 

 
Considerando que la recta tangente es la mejor aproximación lineal a la 
gráfica de f en las cercanías del punto de tangencia PT, si le 

llamamos  a la variación de f cuando x varía de xo a 

xo + h y  a la variación de la recta tangente en el mismo rango de 
variación en x, podemos afirmar que para valores de h "cercanos" a 0, 
estas dos variaciones son muy parecidas, es decir, que Df se aproxima a 
DRT . 
 
Podemos expresar a DRT en términos de h y el ángulo q que forma la recta 
tangente con el eje de las abscisas. En el triángulo de la figura, que 
extraemos a continuación, se observa lo siguiente: 
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En virtud de que D RT es un aproximado de la diferencia Df, lo definiremos 
como el diferencial de f en el punto xo, con respecto al incremento h y lo 
denotaremos por df, es decir, 

df = f '(xo)h 

 
Diferencial total 
Si f es una función de dos variables (x,y). Siendo f diferenciable en (x,y), 
entonces la diferencial total de f es la función df dada por: 
 

 
O bien 

 
 
REGLA DE LA CADENA 
Teorema. Sea 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦) una función diferenciable de x e y. Si 𝑥 = 𝑔 𝑡  e 
𝑦 = (𝑡) son funciones derivables de t, entonces w es función derivable de 
t, con 
 
 
 
 

La regla de la cadena facilita mucho el trabajo con funciones: para 
encontrar las derivadas de funciones compuestas es suficiente con conocer 
las derivadas de las funciones elementales. 
 

 
 

 

dt

dy

y

w

dt

dx

x

w

dt

dw
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4.8. Derivación parcial implícita 

Recordaremos el concepto de derivada implícita antes de continuar con la 
derivación parcial implícita. 
En los cursos de cálculo y secundaria la mayor parte de las funciones con 
que trabajamos están expresadas en forma explícita, como en la ecuación: 
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Para realizar una derivada implícita con derivadas parciales se usa la 
siguiente fórmula: 

 
 

 
 

 

 
 



14 
 

4.9. Coordenadas cilíndricas y esféricas 
COORDENADAS CILÍNDRICAS   
Sea P un punto en el espacio con coordenadas cartesianas (x, y, z). Las 
coordenadas cilíndricas correspondientes son (𝑟, 𝜃, 𝑧), donde (𝑟, 𝜃) son las 
coordenadas polares del punto (x, y) en el plano xy, y z es la misma 
coordenada z en coordenadas cartesianas. 

 
 
Luego, las ecuaciones de transformación son: 
 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃          𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃           𝑧 = 𝑧 
 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2          tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
        𝑧 = 𝑧 

 
 
COORDENADAS ESFÉRICAS  
Sea P un punto en el espacio con coordenadas cartesianas (x, y, z). Las 
coordenadas esféricas correspondientes son (𝜌, 𝜃, 𝜑), donde 𝜌 es la 

distancia del punto P al origen, 𝜃 es el mismo que en coordenadas 
cilíndricas y 𝜑 es el ángulo que determina la recta OP con la dirección 

positiva del eje z, luego 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋. 
 

 
 
Luego, las ecuaciones de transformación son: 
 

𝑥 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃          𝑦 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑𝑠𝑒𝑛𝜃          𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑      
 

𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2          𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦

𝑥
           𝑐𝑜𝑠𝜑 =

𝑧

 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 



15 
 

4.10. Derivada direccional, gradiente, divergencia y rotacional 
DERIVADA DIRECCIONAL 
En el caso de las funciones de varias variables, podemos considerar la 
variación de la función en un punto en función de la dirección que 
tomemos. 
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GRADIENTE 
El vector gradiente, se utiliza en diferentes situaciones. Las dos más 
importantes son: en el cálculo de derivadas direccionales y en el cálculo de 
extremos de funciones. 
Para considerar el gradiente en un punto es necesario que en este la 
función admita derivadas parciales. Recordemos ahora que: 
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El gradiente de una función de dos variables es una función vectorial de 
dos variables. Tiene múltiples aplicaciones (como la divergencia y el 
rotacional). 
No se asigna valor alguno al símbolo          en sí mismo. Es un operador, en 
el mismo sentido que lo es d/dx: Cuando      opera sobre f (x, y) produce el 
vector       f (x, y). 
 
DIVERGENCIA 
Otra importante función definida sobre un campo vectorial es la 
divergencia, que es una función escalar. 
 
La divergencia de F(x, y) = (M, N) es 
 

𝑑𝑖𝑣 𝐹 𝑥, 𝑦 = ∇ ∙ 𝐹 𝑥, 𝑦 =
𝜕𝑀

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁

𝜕𝑦
                          𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜     

 
La divergencia de F(x, y, z) = (M, N, P) es 
 

𝑑𝑖𝑣 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑥 = ∇ ∙ 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 =
𝜕𝑀

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁

𝜕𝑦
   
𝜕𝑃

𝜕𝑧
         𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑜 

 
Si div F = 0 se dice que F es de divergencia nula. 
 
 
ROTACIONAL 
El rotacional de F(x, y, z) = (M, N, P) es 
 

𝑟𝑜𝑡 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = ∇ × 𝐹 =  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑧
 𝑖 −  

𝜕𝑃

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑧
 𝑗 +  

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
 𝑘 

 
 
 

4.11. Aplicaciones geométricas y físicas de los operadores vectoriales 
Los operadores vectoriales que veremos son el gradiente, divergencia y 
rotacional. 
 
GRADIENTE 
Interpretación geométrica: 
De forma geométrica el gradiente es un vector que se encuentra normal a 
una superficie o curva en el espacio. 
 
Aplicaciones físicas. 
El Gradiente posee innumerables aplicaciones en física, especialmente 
en electromagnetismo y mecánica de fluidos. En particular, existen muchos 
campos vectoriales que puede escribirse como el gradiente de un 
potencial escalar. 
 
Uno de ellos es el campo electrostático, que deriva del potencial eléctrico 

 

 







http://es.wikipedia.org/wiki/Electromagnetismo
http://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica_de_fluidos
http://es.wikipedia.org/wiki/Potencial
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Todo campo que pueda escribirse como el gradiente de un campo escalar, 
se denomina potencial, conservativo o irrotacional. Así, una fuerza 
conservativa deriva de la energía potencial como 
 

 
 
Los gradientes también aparecen en los procesos de difusión que verifican 
la ley de Fick o la ley de Fourier para la temperatura. Así, por ejemplo, el 
flujo de calor en un material es proporcional al gradiente de temperaturas 
 

 
 
Siendo k la conductividad térmica. 
 
DIVERGENCIA 
La aplicación central de la divergencia, es que esta proporciona el flujo por 
unidad de volumen. 
 

 
 
 
ROTACIONAL 
El rotacional da la circulación por unidad de superficie. 

 

http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_de_Fick
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Ley_de_Fourier&action=edit&redlink=1

