2. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES Y NO
LINEALES

2.1. Aigebra matricial y teoria de los sistemas lineales

Algunas Definiciones
Los sistemas de ecuaciones lineales tienen muchas aplicaciones en todos los

campos y ciencias y ya desde a. C. se tenian métodos para resolver los sistemas.
Estudiaremos sobre todo el método llamado de eliminacion gaussiana o de Gauss,
porque es la base de los procedimientos que se utilizan para resolver un sistema con el
ordenador y asimismo para el estudio de los temas que siguen, Espacios Vectoriales y

Aplicaciones Lineales.

2.1 INTRODUCCION Y DEFINICIONES

El término lineal proviene de linea recta que es la expresion mas simple de una
ecuacion y que puede escribirse de la forma
aj-x+ay-y=>b
donde ay, ap (coeficientes) y b (término independiente) son ctes. tal que a y a no son

simultaneamente cero. Dicha ecuacion se llama ecuacion lineal de incognitas x e y.
En general una ecuacion lineal es cualquiera de la forma

al *x1tag Xy tenee... +ap Xy, =b

donde las variables x1, X2, .... Xy (incdgnitas) aparecen elevadas a la primera potencia y

no son funciones trascendentes (Inx, cosx, e etc.) ni existen productos, ni raices de las
variables.

A menudo tenemos necesidad de resolver varias ecuaciones lineales al mismo
tiempo, una coleccion finita de m ecuaciones lineales con n incégnitas Xp, X2, .... Xp S€

llama un sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal de m ecuaciones con n

incognitas:
ax; + apxy fo.... + aipXp =
by ar1X; + a2Xy teeeeee. .t AxpXy
= by az1x; + azpxpy te.......t
a3nXy = b3
amiX1 T ameXx2 *.......t amn Xp =bm

donde los coeficientes y términos independientes pertenecen en nuestro caso a
Ejemplo 2.1

3x1+ 2x0— 5x3=—4
—X1—2xp+ 5x3=2
Sistema lineal de dos ecuaciones con tres incognitas, donde las variables vienen
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relacionadas con operaciones de suma y resta.

Ejemplo 2.2
3x—Ilny=1-
2x+4e =2
Sistema no lineal, ya que las ecuaciones tienen funciones trascendentes (Iny, ey),
es un sistema de ecuaciones sin mas.

Ejemplo 2.3
X —y+2z=0
3x +y-3z=0
—2x+3y—-4z=0

Sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas, términos independientes

todos nulos (sistema homogéneo).

Ejemplo 2.4
2x — y+3z= 2
2
3xt+ oy —z=-1
y+2z=4

No es un sistema lineal, pues aparece una incégnita dividiendo.

Sistema en forma matricial

a a a ... a
112 13 In X, b
a a a .. a b
21 2 23 n X . = 2 & AX=B
a a a d X *m
ml m2 m3 mn
n
La matriz
a d a a
11 12 13 ... In
a a a ... a
A= 21 2 23 2n
a a a ... a
ml m2 m3 m n
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Matriz

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros encerrados por un par de corchetes.
Algunos ejemplos de matrices son:
1 ]

1 2 2 3 7
P N
Se pueden representar en una matriz datos agrupados por columnas, los
pagos de un conjunto de activos en cada estado de la naturaleza, los coe
ficientes de un sistema de ecuaciones, etc.

Por convencion las matrices se representan con letras en mayusculas.

Ejemplo 1.1.

La matriz B puede ser la matriz de coeficientes del siguiente sistema de ecuaciones.
2x+3y+7z=0

X y+5z=0

Formalmente, se dice que la matriz

[ﬁ;1 L5 - ﬁ'.r:-|
a

| Gz Gz .- in |
S (1)

es de orden m x n ya que tiene m las y n columnas, donde cada elemento ajj
es un numero o una funcién que pertenece a los numeros reales o complejos.
Por ejemplo, la matriz A es de orden 2 x 2 y la matriz B es de 2 x 3 y sus
elementos pertenecen a los numeros reales.

Matrices cuadradas.

Cuando m = n, La matriz () tiene la misma cantidad de las que de columnas y por lo tanto es
cuadrada y la llamaremos matriz cuadrada de orden n. Si una matriz es cuadrada y es de
orden 1 la llamamos escalar. Un ejemplo de una matriz cuadrada es la matriz A.



Igualdad de Matrices.

Las matrices A y B son iguales, si y solo si, tienen el mismo orden y cada elemento
de A es igual al elemento de correspondiente B, formalmente:
A=F = ﬁ:J=fl:l|' Y 45

Vectores

Un vector es un conjunto ordenado de numeros dispuestos en una la o una
columna, también pueden entenderse como una matriz de una la o de una
columna. Denominamos vector columna a una matriz de orden m x 1 y vector la a
una matriz de orden 1 x n.

Suma de Matrices y Multiplicacion por un Escalar
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Suma y Resta de Matrices

Sean A y B son dos matrices de orden m x n, su suma (o resta) es una matriz C de
orden m x n donde cada elemento de C es la suma (o resta) de los elementos
correspondientes en A y B; es decir:

AxB=Ce= ey=a;=b; i=1l..m j=1..n
Ejemplo 1.2.
Si_-1=[{1:| f i:|,15'=[_21 g g]&ntnnces
o5 = ey s A A ]
-z = (W14 10 5] -7 3 A

Cuando dos matrices tienen el mismo orden se les llama conformables para la suma.

Multiplicacion de una Matriz por un Escalar

Si se suma k veces una matriz se obtendra una matriz en que cada uno de sus
elementos sera k veces el inicial. A esto se le llama multiplicaciéon por un escalar,
donde el escalar es k.

B=P:.—1=.—1Jcﬂ=—b::=.kn:;=ng:k i=1,....m 3=1,...n
Ejemplo
r1 91
Sea d = 3 4 . entonces



Teorema 1.1. Ssan A, B, O matrices de un misme orden ¥ k& un escalar, entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

A+B = B+A
AL [E4+C) = (A4 EB)+C
RA+B) = EA+kBE=(A+BEk

Multiplicacion de Vectores y Matrices

Multiplicacion de Vectores

Sea d = [ a; @z .. O unvectordeorden lxm v E = i un vector m

b
x 1, entonces la multiplicacion ©' = AF (en ese orden) esta defimda comeo la suma de
laz multpheaciones de los elementos ¢ de la matmz 4 con los elementos ¢ de 1z matrz
B, esto es:

b
| b =
_—LE = [ £y iy - Cpyy | . = [ﬂ-]ﬁ] —-ﬂ-:b: - - _&ﬂnbm] = Z&-l-&l!
: fmm]
bm

Ejemplo 1.4.

1
@) [2 3 a]| -1 | =[201) +3(—1) +42)] =[7]
2
—7
B [ -1 4]| 6 | =[-6-6+12]=]q]
]
Nétese que lo que se hizo fue, simplemente, multiplicar una la con una columna, esto hay que
tenerlo muy presente en la seccion que sigue.

Multiplicacion de Matrices

Sea A una matriz de orden m x p y B una matriz de orden p x n, es decir, la cantidad
de columnas de A es igual a la cantidad de las de B, entonces cada elemento cjj de la
matriz C = AB (en ese orden) se obtiene multiplicando la la i de la matriz A con la
columna j de la matriz B:

i1 @iz ... @ip bin b2 ... bin €1 Ciz ... Cin
Gy Gy ... G by Bax .. Bun € Gz ... Cag
Gm1  fmz  ---  Gmp E';!'. bp: .- E';.H'. fmi Cmz --- Cmmn
donde
b
By =aqibip 4 agbay 4 daphy = Zﬂ:xﬁ;t
-
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Ejemplo 1.5

@11 @13 E" i" .
@) sidA=| @ @ | ¥F5 = [ i!r” i!r]- :|, entonces AF es 1pual AR =
Ggi  Gga o

a11891 + oyabay 011818 + 092040
azibil + sk esibiz + aazbag
fg1byy + Bgabay 0 bia 4+ 0gabas

yD = 1 3 |,entonces OV as 1zual a:
-2 2

13 +2(1)+2(-2) W-—H+26)+1(2) | (¥ &

43 +0(1)+2(-2) 4H—-4)+08)+2(2)| | & -12

o[ 13

co=|

Teorema 1.2. Sean las mamices 4. By C compatible:' para la mulriplicacién v
£ un escalar, entonces se cumple gue:
ABC) = [AB)C
AB+C) = AB+ AC
[A+B)/ = AC+EBC
k(AB) = (kA)B=A(kE)=(ABk

Sinembarge, bay que tener en cuenta que:

‘a) pemeralmente AR L BA.
bl s5i AR = [ o necesariaments implicague A =0o B = ).
e} 5i AE = AC no necesariaments implica gue B = O,

Dado que AF = B4, se pueden identificar dos tpos de multipheaciones. Por gjemplo,

si tenemos la multiplicacién AB podemos decir que A esta premultiplicando a B pero por
otro lado, se podria pensar de otra forma y decir que B esta postmultiplicando a A: Una
vez que ya aprendimos a sumar, restar y multiplicar matrices podemos pasar a de nir
matrices con caracteristicas especiales.

Cuando dos matrices son compatibles para la multiplicacién también se les llama conformables para la multiplicacion.

Mas Definiciones

pag. 6



Matriz Transpuesta.

La transpuesta de una matriz A se obtiene intercambiando las las de A por sus

0 .. .
columnas, y la denotamos como A". Si denotamos B = A" podemos de nir la
transpuesta de A como:

_B=_--1'I —_— b:lr=-r1'1: LY _I'

Ejemplo 1.6

Las traspuestas de las matnces A v B del ejemplo 1, es decr A" v B', son respectiva-

2 1
A’=[}, f] B'=|:G' _1]
2 >

mente:

Teoremna 1.3, 5i A"y B som las maspuastas de A v B respectivamente, y 5i kes

wn ascalar I!"H:’.IIQHF‘EF'{T. enfonceas:”

(A7 = 4
A+ E) = A'+F
(kA) = kA’
(AB) = B'A’

Matriz ldentidad

La matriz identidad es una matriz diagonal de unos, es decir, una matriz cuadrada donde todos los
elementos fuera de la diagonal principal son ceros y los elementos dentro de la diagonal son unos.

[ —

LI
Una matnz identdad de orden 3: I; = l 1 D‘|}'unadem'denl:fz= [ ! D].
0 1

Una de las propredades de la matriz identidad es que Al =74 = 4.

Matrices ldempotentes

Son aquellas matrices que multiplicadas por si mismas son ellas mismas, es decir, A"=A 8n 2 N:
Por ejemplo, si A~ = AA = A entonces A seria una matriz idempotente. . Ademas, si la matriz es
idempotente y simétrica se cumple que A"A = A: Por ejemplo, la matriz identidad es idempotente
y simétrica.

| Ejemplo 1.8.
[ QR _41
La sipmiente maimiz ez idempotente A = | —1 F 4 va que:
|1 -2 3|
l! =2 —4]{2 -2 —4] li =2z —4]
A'=| -1 7 4 -1 3 4 |=|-1 7 4
1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3
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La inversa de una matriz

Si A y B son dos matrices cuadradas tales que AB = BA = |, entonces se dice que B es la inversa
de Ay la denotamos B = A : También se puede decir que A es la inversa de B.

Ejemplo 1.9.

E
[

[
L
—
- T
|

]
= |

(=
S

Si una Matriz no tiene inversa se le llama matriz singular. Analogamente, si la matriz
tiene inversa se le llama matriz no singular.

La Traza de una Matriz

La traza de una matriz (tr ( )) s6lo esté de nida en matrices cuadradas y es la suma de
los elementos de la diagonal principal de una matriz. En el caso de nuestra matriz () es

lasumadeaqq+tage+::+apgy = &
Ejemplo 1.10.
Sean A y B las matices dal ejemple antenor, entomcas:
la)tr(A)=1+3+4=F§
(b B)=6+1+1=8

Teorema 1.4, Sean 4, B, C y D mamices cuadrada: dal mizme orden v k un
escalar, entonces se cumple gue:

rikd) = kir(A4)
tr(d)] = (4"
trid+ 8] = #&(d)+&(B)
trifly) = n
tr(ABCD) = r({BCDA)=tr(CDAR)=1tr(DABC)

Nota Esta ultima propiedad es muy importante y se le llama "propiedad circular de la traza."
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Matrices Particionadas

Definicidon
Una matriz particionada es una matriz de matrices, ésta puede representar
divisiones reales o imaginarias dentro de una matriz.

Ejemplo 1.11.

L=

] de la sipmente forma:

o de la siguiente
2 3 7 E]l]

1 -1 650
Dara Ser una mejor representacicn del siguzente sistema de ecuaciones:
x4+ Iy +7z=0
z—y+bz=0 -

Formalments, =1 se toma la matriz ()

|-311 s --- ﬂ]n-|

| 3y @z ... Gan

L&m1 fbmz - -- “‘an

v se parficiena tomando 5 grupos de filas {mq, 7y, ....m.) ¥ £ Zupos de columnas
(rq.7ms, ..., ), entonces se podra escnbar () de la sipments forma:

Ay A .. Ape
An Ay ... Ax
A= ) . ;

|_As'l -"'1:: AstJ
donde cada elemento 4;; de 4 es una submatriz de orden m, x ny.

Ejemplo 1.12.
1 4] 3
Sea la matriz particionada 4 = | 2 9| § |, enfonces e puede representar de la
g 0|a
. Ay Ay 1 4 I -
sgmente forma [“1:: q:,,] dende 4y = . g] LA = _J] Ay =[8 0¥

Ay — [6].
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Un caso especial es el de la matriz diagonal por bloques

4, O
0 A

esta matriz es de suma importancia en econometria y por eso la estudiaremos con espe-cial
atencion en éste y otros capitulos.

Suma de Matrices Particionadas

Sean A y B matrices de igual orden y particionadas de la misma forma, entonces la suma de
estas matrices es de la forma:
Ay + 8y .. A+ By
C=A+F= : - :
A4 +F, ... A+ FB.

y la suma de submatrices se realiza igual que la suma de matrices.

Ejemplo 1.13.
1 4|8 4 3|77
593;-1:[2 9 3]y3=l3 0|2 |, entonces 4 + F esigual a:
5 9|6 6 8|7 |
1 4|5 4 3|3 [T 4] ,[4 3] [s] , |3
293+}{||?=29_20 I E:
5 o6 & 8|7 L[ 9]+[6 8 [6+[7
1+4 443|643 | 5 7|8
|:J+2 a+0 I—J] = 4 0| s
B+6 D+8[6+7 L 14 17|13

Multiplicacion de Matrices Particionadas

El estudio de mawices paricioradar nacio a partir del estucio de la maltplicason de
k11 iy g

.:".1 '.:"."'

.:'!1 '.:'!:

marices:, recordemos el ajampls 1.5 S50 4 — a3 @2y | ¥ E — [
|_ izl Gga J
a11b11 + a1:bn  e11biz + oiabas
cotonees A5 esipual a AL = | &g by | ey by sggbhis | mgghog
agibi + agbn  a;biy - agabis

La pregunta que surge es ;Qué pasa si cada uno de los elementos de las matrices A y B son
a su vez una sola matriz? La respuesta es que abria que multiplicar cada uno de estos
elementos nuevamente usando la multiplicacion de matrices. Pero para que esta operacion
esté bien de nida cada una de las submatrices de la columna i de la matriz A tienen que ser

conformables para la multiplicacién con cada una de la submatrices de la la i de la matriz B.

Ejemplo 1.14.
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. < 3 1|0 '| [ 11 1|0 '|
[a)Sead= ['i‘-‘ ':11“ = [3 2(0 lyB= [?’ g”] =12 1 1|0},
<131 4331 | |_ 1 [7] 1 J b | 13 |_ 3 2 1 3 J

enfonces AF es 1zual a:

;LB —_ [ -_11'.-511 _-"]".:E:'l -"]".'IE'IE + -_11!-522
) B | AnFn + APy Ay B+ AsaBas
2 1)1 1 1 0] .. - 2 1] (o 0] ..
B Ha 2] 211 _[n_ 23 1] g 2] 0 _[n_ [ﬂ
- /1 1 1 I |0
|_[1 ]|, ; y|+01[2 3 1] [ o |+ _E_J
[433_ oo o] [0 ﬂ"| [4?3 CI-|
=!lr 5 5/F|o oo lofTlojl=! 75 5 |0 |.
[] 1 1] +[2 7 1] [D_+_2_J [34 ) EJ
(3) Sea 4 = [A{;l __lnn ,entonces A" 4 esigual a:

a4 0] [dn 0] [444 0
Ad= [ 0 A [n Az | ‘[ 0 AL A"

2.2. Métodos de solucion de sistemas de ecuaciones lineales
sustitucion de Gauss
2.21. Eliminacion Gaussiana

Eliminacion Gaussiana.
Considerar un sistema lineal.

1. Construya una matriz argumentada del sistema.
2. Use operaciones elementales en los renglones para transformar la matriz

argumentada en una triangular
3. Escriba abajo el nuevo sistema lineal para cada matriz asociada al a matriz

argumentada.

4. Resuelva el nuevo sistema. Quizas necesites asignar algunos valores para
métricos a algunos desconocidos y entonces aplicar el método de
sustitucién para resolver el nuevo sistema.

Como se puede observar ambos métodos de gauss son en si una variacion
uno de otro.

Ejemplo

pag. 11



I
.

r—=1Y
2z — 2y
Por lo tanto la matriz argumentada sera

1 -1 4
2 —2| -4 )

Mantenemos el primer renglén y sustraemos el primer renglén multiplicando por 2
el segundo renglon y obtenemos.

1 -1 4
0 o0|-12 })°
Esta es la matriz triangular. El sistema asociado sera
r -y = 4
0 = —12

Y observamos que el sistema no tiene solucion

I
|
W

Ejercicios

El alumno:
e Resolver el sistema por eliminacion gaussiana

— Jy—z4+ 2w 43w = 4
dr— dy—z24 4w +1lv = 4
dr— Hy—22+ 2w —wv = 9

2y +z +dy = =35

¢ Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones por medio de eliminacion
gauss jordan
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2x, +4x, +6x; =18
4x, +5x, +6x; =24
2x, +7x, +12x; =30

2.2.2. Matriz inversa

La inversa de una matriz mxn . Suponga que

AB=BA=1

Entonces B se llama inversa de A y se denota 4~' Entonces se tiene
AA™ = A47'4=1 donde | es la matriz identidad

Sean Ay B dos matrices de

Si existe la matriz inversa de A, se dice que la matriz A es inversible o regular.
En caso contrario, se dice que la matriz A es singular.

Una matriz A de orden n (n filas y n columnas) tiene inversa cuando su rango
es n, es decir, cuando el rango de dicha matriz coincide con su orden.

Basicamente hay tres procedimientos para calcular la inversa de una matriz. Son
los siguientes:

v' Por el método de Gauss.
v' Por determinantes y adjuntos (que describiremos en la unidad de
determinantes).

2.2.3. Gauss Jordan
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Para calcular la inversa de una matriz cuadrada A, aplicando el método de
Gauss, construimos, en primer lugar, lamatriz (A1), siendo | la matriz
identidad del mismo orden que A. Después de realizar diversas operaciones
sobre las filas de ésta nueva matriz, tendremos que conseguir que se transforme
en Ie11 siguiente (1| B ). La matriz B sera la inversa de la matriz A, es decir: B
=A".

Las operaciones que podemos realizar con las filas de la citada matriz son:
a) Multiplicar o dividir una fila por un numero distinto de cero.

b) Sumarle a una fila otra fila multiplicada por un numero distinto de cero.

2.2.4. Método iterativo de Gauss Seidel

Introduccion.

Este método es iterativo o de aproximacién y es similar a las técnicas
gue se usan en los métodos anteriores para obtener raices. Aquellos
métodos consisten en la determinacion de un valor inicial a partir del
cual, mediante una técnica sistematica se obtiene una mejor
aproximacion a la raiz. La razén por la cual los métodos iterativos son
Utiles en la disminucion de los errores de redondeo en sistemas, se debe
a que un método de aproximacién se puede continuar hasta que

converja dentro de alguna tolerancia de error previamente especificada.

Las técnicas iterativas se emplean rara vez para resolver problemas
de dimensiones pequefas ya que el tiempo requerido para lograr una
precisidon suficiente excede al de las técnicas directas. Sin embargo, para
sistemas grandes con un gran porcentaje de ceros, ésta técnica es

eficiente.

Los sistemas de este tipo surgen frecuentemente en la solucién
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numeérica de problemas de valores frontera y de ecuaciones diferenciales

parciales.

Algoritmo

Se debe despejar da cada ecuacion la variable sobre la diagonal

principal.

Dar un valor inicial a las incégnitas (generalmente se establecen

ceros).

Sustituir los valores iniciales en la primera ecuacidén para obtener un

nuevo valor para la primera incognita.

Ese nuevo valor es usado para obtener el valor de la siguiente
incognita. Este procedimiento se repite hasta obtener los nuevos valores

de todas las incdgnitas despejadas.

Se evalla la aproximacion relativa de todas las incdgnitas hasta que
la solucidn converja bastante cerca de la solucién real, segun la

tolerancia establecida para el método.

La iteracion de Gauss-Seidel se define al tomar Q como la parte

triangular inferior de A incluyendo los elementos de la diagonal

pag. 15



ain 0 0 - 0

ag1 a2 0 0
Q=| @1 a3 agy - 0
Gpl  Gpo Gpjd Gpn

Si, como en el caso anterior, definimos la matriz R=4-Q
0 a2 @iz ++ ain
0 0 ay - an
R=|0 0 0 - ag
0o 0 0 =« 0
y la ecuacion se puede escribir en la forma:

Ox® = Ry 1

Un elemento cualquiera, i, del vector Ox*® vendra dado por la ecuacion:

T i
S = a4
i=1 =1

Si tenemos en cuenta la peculiar forma de las matrices Q y R, resulta que todos los
sumandos para los que j > i en la parte izquierda son nulos, mientras que en la parte derecha
J=i L
son nulos todos los sumandos para los que . Podemos escribir entonces:

i n
Dz = — 3 aign ) 4 by
=1 =it

i—1 n
air” + Y agrl™ - — Y anl™ b
Jj=1 j=i+1
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de donde despejando x®, obtenemos:

i-1 n
EEH = b — Zaﬁm:{r’ﬂ _ Z ﬂijn":;k_” Ja;
j=1 j=i+l

Obsérvese que en el método de Gauss-Seidel los valores actualizados
de x; sustituyen de inmediato a los valores anteriores, mientras que en
el método de Jacobi todas las componentes nuevas del vector se
calculan antes de llevar a cabo la sustitucidn. Por contra, en el método
de Gauss-Seidel los calculos deben llevarse a cabo por orden, ya que el
nuevo valor x; depende de los valores actualizados de x1, x3, ..., Xi-1.

2.2.5. Teoria de sistemas de ecuaciones no lineales

Introduccion

Las bases de Grobner son un conjunto finito de polinomios de multiples variables. En el
presente trabajo se hard uso de las bases de Grobner para el caso particular de la resolucion
de las ecuaciones de consistencia de un método de Runge-Kutta explicito de orden 2 y 3.

Los sistemas de ecuaciones a resolver son los siguientes:

e Orden 2 con 2 etapas:

b +b, =1
a,b,=1/2

Sistema con dos ecuaciones y tres incognitas.

e Orden 3 con 3 etapas:

b +b, +b, =1

b,a, +b;(a;, +a;,)=1/2
a,bia, =1/6

b,a;, +b,(ay +a,,)* =1/3

Sistema con cuatro ecuaciones y seis incognitas.
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Ambos sistemas de ecuaciones cuentan con mas incognitas que ecuaciones, por lo que en
principio, tienen infinitas soluciones. La opcidon mas comun para la resolucion de estos
sistemas podria ser resolverlo por sustitucion y dejar el resultado en funcién de un
parametro en el primer caso y de dos en el segundo.

El resultado obtenido haciendo uso de las bases de Grobner tiene que ser equivalente a
cualquier otro resultado obtenido mediante cualquier otra técnica.

En general, el procedimiento de las bases de Grobner consiste en generar un ideal que es un
conjunto de ecuaciones que tiene la misma solucidn que el sistema original pero de mas
facil solucion.

Matriz de Silvester

Sean los siguientes polinomios de una variable y coeficientes en un cuerpo ™,
f(x)=ap+a; x+...+tag- x~
g(x)=by+b-x+..+bx

con aix y by no nulos, interesa conocer cuando el sistema:

{f (x)=0
g(x)=0
tiene solucion. Una respuesta inmediata nos dice que el sistema admite solucion si y sélo si
el grado del maximo divisor de f(x) y g(x) es mayor o igual a uno. En efecto, si la solucion
X existe, entonces X serd primo comun de f(x) y g(x). Ademas el polinomio x- X dividira a

cada ecuacion del sistema.

Se define la matriz de Silvester para los polinomios f(x) y g(x) de la siguiente manera :

SyI(f.g) =

Esta matriz es cuadrada y, por tanto, se puede calcular su determinante. De hecho, el
determinante de esta matriz es conocido como el Resultante de los polinomios f(x) y g(x) y
se expresa como Res(f,g).
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Se puede demostrar que si Syl(f,g) es invertible, entonces f(x) y g(x) son primos entre si.
Por lo tanto no tienen raices comunes. En este caso, el sistema no admite solucion.

Si Syl(f,g) es singular, se pueden obtener dos polinomios p(x) y q(x) con grad(p)<grad(g) y
grad(q)<grad(f) tales que p(x)f(x)+q(x)g(x) = 0. En este caso si hay solucion.

En general, el sistema {f;(x) =0}, no tiene solucion si y solo si existen los polinomios

pi(x) tales que Zm: f,(x)p,(x)=1.

Esto se puede generalizar para un sistema de ecuaciones polindmicas de varias variables de
la siguiente manera:

m

Dado un sistema de polinomios de la forma {f; (x) =0}, , es necesario y suficiente que

existan unos polinomios {p,(x) =0}, tales que:

z P, (X s x )i (X ey x, ) =1
i=1

para que el sistema no tenga solucion.
Ordenacién de monomios

El calculo de las bases de GrObner varia sustancialmente cuando se usan diferentes
ordenaciones de los monomios que integran el sistema de ecuaciones original.
Consideraremos polinomios en las variables xj,X»,...,x,. Para ordenar dichas variables,
asumiremos que:

X1> X2 X3> ... > Xy

La ordenacion lexicografica (lex) se define como a >,,. £ siy solo si el elemento mas a la

izquierda no nula en el vector o — S es positivo. Se tomardn o y B como los vectores que
contienen las potencias de los monomios en las variables incluidas en el sistema.

Ejemplo:

El monomio x’y’z’ tiene un vector a =(5,2,3), el monomio x’y*z’ tiene un vector

£=(3,4,3), por lo que a— f = (2,-2,0). Como la primera componente del vector resta

distinto de cero es mayor que cero, el primer monomio es mayor en una ordenacion
lexicogrdfica.
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Reduccién polinémica

La reduccion polindmica es la piedra angular del algoritmo de las bases de Grobner y es, de
hecho, la parte que mayor complejidad computacional acarrea.

Se dice que un polinomio g reduce a otro polinomio h moédulo algin conjunto de
polinomios F (expresado como g —, /) si y solo si LT(g) puede eliminarse por la

sustraccion de un multiplo apropiado de: un polinomio f en F, un monomio u donde
u=LM(g)/LM(f) y un escalar b=LC(g)/LC(f) obteniéndose h, donde:

LM(g) es el monomio principal de g LM(g)=xm""edoe

(¢eN":a, #0).

, siendo multigrado(g)= max

LC(f) es el coeficiente principal de f, definido como LC(f)= amuttigrado(s)--
LT(g) es el término principal de g, definido como LM(g)-LC(g)

Un ejemplo de todos estas definiciones es:

Sea:
f(x,v,2)=2x>y* =3x yz* + xpz° —xp*

Si se ordena el polinomio lexicograficamente, se obtiene:

S, p,2)==3x"yz* +2x7 " —xp* +ay2’
multigrado( f) = (5,1,4)

LM(f) = x*yz*

LC(f)=-3

LT(f)=-3x"yz"

Ocurre que g — . & siy solo si existe un f € F, b, y u tales que h=g-buf. En cualquier otro
caso g es irreducible modulo F. Esto se puede expresar de la siguiente manera:

g es irreducible mddulo G si ningiin monomio principal de un elemento de F divide
al monomio principal de g.

Por otra parte, si g es irreducible modulo F, entonces se puede restar de €l un multiplo de un
elemento de F para eliminar su monomio principal y para obtener un nuevo monomio
principal menor que el monomio principal de g. Este nuevo polinomio es equivalente a g
con respecto al ideal generado por F.

Un ideal es un subconjunto I del anillo de polinomios K[x;, X,..., X,] si satisface lo
siguiente:
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1.0 es un elemento de |

2.Si f'y g son dos elementos cualesquiera de I, entonces f+g es también un elemento
del

3.Si f es un elemento de I, entonces para cualquier h en K[x;, X»,..., X4] h-f es
también un elemento de 1.

Un ejemplo de esto es:

Sea: F=(f,,f,)

Con:

{fl=xy2—x
/s :x_y3

Ademas:
gx,)=x"y?+x’y’ —y+1

Estos polinomios estan ya ordenados lexicograficamente con x>y. Si se elige:

f=f=x" —x
_IM(g) X7y,
LM(f)  xp*

=L@ )
LC(f)

Entonces se obtiene el polinomio h=g-buf=x" +x’y*> — y+1, con lo que g —, .

La definicidon de reduccion de polinomio implica sélo al termino principal de g. Sin
embargo es posible eliminar otros monomios de g para hacer la combinacion lineal mas
pequefia. Esto conduce a la siguiente definicion:

Un polinomio g es completamente reducible con respecto a F si ningun término de g es
divisible por ninguno de los LT(f;) para todos los fi € F. Con un ejemplo:

Sea F={f,/>) con:
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{fl =xy—1
fz :y2_1

Si g=x>y+xy* +y?, estando los polinomios ordenados lexicograficamente (con x>y), se
ve claramente que g es reducible modulo F. Si se continta con el proceso de reduccion, se
puede llegar facilmente a 2 = x+ y+1 que es irreducible médulo F. En este punto se dice

que h es la forma normal de g.

Como se puede ver, una forma de reducir un conjunto de polinomios modulo polindmico
consiste en generalizar el algoritmo de la division para todos los polinomios. Esto se puede
expresar de la siguiente manera:

Si f,g ek[x;] y g#0, entonces existe unos unicos q y r €k[x;] tales que f=qg+ry 6 =0 o
bien grad(r)<grad(g).

Para generalizar el algoritmo de la division se necesita dividir un polinomio f perteneciente
al conjunto inicial de polinomios por un conjunto de polinomios F=f,,...,fick[X,...Xs].
Formalmente:

Sea F=(f,...f;) una s-tupla ordenada de polinomios en k[x;,...,X,]. Entonces si f'es un
polinomio en k[Xj,...,X,], entonces existen qj,...,qx, I € K[X,...,Xs] tales que f=qf1+...+q¢fstr
y, 0 =0 o r es un polinomio completamente reducido.

Un término que cumple un rol esencial en la teoria de las bases de Grobner es el concepto
de los S-polinomios. Es sabido que el minimo comun multiplo (m.c.m.) de dos monomios
es el producto de todas las variables, cada una elevada a la potencia maxima que aparezca
en ambos monomios. Entonces, dados dos polinomios, /' y g, si J=m.c.m.{LM(f), LM(f)},
se definen los S-polinomios de /'y g como:

. _J L J '
SPOUE = o T 8

Como J/LT(f) y J/LT(g) son monomios, entonces el S-polinomio(f,g) es una combinacion
lineal con los coeficientes de /'y g y pertenece al mismo ideal generado por /'y g. Los S-
polinomios son productos en cruz de los términos principales y se construyen para cancelar
dichos términos: los términos principales de los dos componentes de S-poli(f,g) son iguales
y se cancelan. Ejemplo:

Sea:

F:{flofz}

Con:
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Ordenados lexicograficamente con x>y>z

{fl =xp’z—xyz

fo=x"yz=2’
Entonces LM(f;)=xy’z y LM(f3)=x"yz, por lo que J=m.c.m.{ xy’z, x’yz}=xy’z. Con esto:

ol e XyE . Xy
S pOll(fl,fz)_LT(fl) A LT(f,) f xyzz A xzyZ S

=xf, = yf, =—x"yz+yz’

2.2.5.1. Método iterativo simple de punto fijo

METODO DEL PUNTO FIJO

g r o p
Un punto fijo de una funcién , es un numero tal que . El problema de
_ . flz)=0
encontrar las soluciones de una ecuacion y el de encontrar los puntos
h(z)
fijos de una funcién son equivalentes en el siguiente sentido: dado el
|  flz)=0 .

problema de encontar las soluciones de una ecuacion , podemos definir

flz)=1z —g(z)

g D
una funciéon con un punto fijo de muchas formas; por ejemplo,

. . 9 .. p .
En forma inversa, si la funcién tiene un punto fijo en , entonces la funcién

flz) =1z — g[z)

definida por posee un cero en

, N o xo T =glz)
El método de punto fijo inicia con una aproximacion inicial y

genera una sucesion de aproximaciones la cual converge a la solucion de la

flz)=0 g
ecuacion . A'la funcién se le conoce como funcioén iteradora. Se puede

, . Aza) _ lg'(z) < 1
demostrar que dicha sucesion converge siempre y cuando .
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Ejemplo
Usando el método de punto fijo vamos a aproximar la solucién de la ecuacion

3 442?10 =0 [1,2]
dentro del intervalo

_ . glz)
Lo primero es buscar una funcion adecuada

442 - 10 =

r?(x +4) =10
10
=4
* r+4
Y claramente elegimos como funcion iteradora a
10
ademas observe que
V10
T)|=—"—7<g(2)<1
re [1,2]
para toda , lo cual garantiza que la sucesion que vamos a construir va a

ser convergente.

La implementacion de este método en Excel/es realmente simple, como veremos.

pag. 24



1. Enla celda AS escribimos nuestra aproximacion inicial, en
este caso 2.

2. En la celda A6 escribimos la formula que calculara las
aproximaciones:

— raiz(10/(A5 +4)).

3. Por ultimo arrastramos la celda A6 para generar las restantes
aproximaciones.

En la figura 10 se muestran los resultados generados por este método.

2l numerico2

A, B C

Método del punto fijo

2

1, 25099445

137477412

1,36401734

00|~ | M | = |l D —

1,36538433

1,36521033

1,36523251

13652257

1, 36523005

1,36523001

1, 36523001

0545919354
0, 05024065
0,0075861
a.001ao0117
000012741
1 B21E-05
2 0624E-06
2 BZAE07
3,3385E-05
4 2478E-09

Figura 10: Iteracion de punto fijo.

Una desventaja potencial del método de punto fijo es que la eleccion de la funcion

g(zx)

iteradora no siempre es facil.
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2.2.5.2. Método de Newton Raphson

Este método, el cual es un método iterativo, es uno de los mas usados y efectivos. A
diferencia de los métodos anteriores, el método de Newton-Raphson no trabaja sobre
un intervalo sino que basa su formula en un proceso iterativo.

. .7 X ’
Supongamos que tenemos la aproximaciéon " a la raiz *r de J(x) ,

&

J

L

m X /x , X

r i+ (]

tamgente

X. X. , .
Trazamos la recta tangente a la curva en el punto ( A l)); ésta cruza al eje X en

X1 . . . . .y ’ X
un punto 7+l gque sera nuestra siguiente aproximacion a la raiz .

X, . L,
Para calcular el punto i+l -~ calculamos primero la ecuacion de la recta tangente.
Sabemos que tiene pendiente

m = £

Y por lo tanto la ecuacion de la recta tangente es:
y=fix)=Fx)x-x)

Hacemos Y =0

- Fix) = Flxdx—-x)

pag. 26



Y despejamos
by

_ Jx)
Fix)

Que es la fomula iterativa de Newton-Raphson para calcular la siguiente
aproximacion:

Sl
£ S

Fi(x)=0

=4~

Note que el método de Newton-Raphson no trabaja con intervalos donde nos asegure
que encontraremos la raiz, y de hecho no tenemos ninguna garantia de que nos
aproximaremos a dicha raiz. Desde luego, existen ejemplos donde este método no
converge a la raiz, en cuyo caso se dice que el método diverge. Sin embargo, en los
casos donde si converge a la raiz lo hace con una rapidez impresionante, por lo cual es
uno de los métodos preferidos por excelencia.

!

L x)=0 , .
Tambien observe que en el caso de que f'(x) , €l método no se puede aplicar. De
hecho, vemos geométricamente que esto significa que la recta tangente es horizontal y
por lo tanto no intersecta al eje ¥ en ningln punto, a menos que coincida con éste,

X . ’
en cuyo caso ' mismo es una raiz de AN

Ejemplo 1
— o _
Usar el método de Newton-Raphson, para aproximar la raiz de f(x)=e" —Inx ,
= e | <1%
comenzando con 0 a °,

y hasta que

Soluciéon
En este caso, tenemos que

Fy=e =

De aqui tenemos que:

() e h(y)
%= % —T?= ’%+TF
—& _Tr = +E

x, =1
Comenzamos con 0 y obtenemos:
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g " ~hlm) g 065941421

_xu ]. -
E —_—
¥y

xlzxu+

En este caso, el error aproximado es,

| = [L26B421-1 ] o1 10w
| 1.268941421

Continuamos el proceso hasta reducir el error aproximado hasta donde se pidio.

Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

Aprox. a la raiz Error aprox.
1

1.268941421 21.19%
1.309108403 3.06%
1.309799389 0.052%

De lo cual concluimos que la aproximacion obtenida es:

xy = 1.3057993583

2.2.5.3. Meétodo division sintética

Sea F(x) cualquier polinomio y sea £ (x) un polinomio no nulo. Existen 2 tnicos

polinomios a(x) y r(x) que satisfacen las condiciones siguientes:
1.-) F(x) = g(x)q(x) +r(x)

2.-) grado de »(x) < grado de g(x)

Teorema 1 (Teorema del residuo).

f(x)

¥ .. -
se divide entre * 7

"S1 el polinomio siendo r una constante independiente

de x, el residuo es igual a fr)w,
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Teorema 2 (Teorema del factor).

"r es una raiz de la ecuacion entera fx)=0 iy solosi * 7 esun factor del

fix) "

polinomio

. . x
El teorema del residuo nos permite obtener el valor de S () para valores de x
sin hacer la sustitucion directa, pero esto requiere la division de un polinomio
entre un binomio. El método para efectuar rapidamente esta division se conoce

f(x)

' habremos encontrado una raiz de la ecuacion si el residuo

como division sintética. Asi, al realizar la division de nuestro polinomio
x —_—

por el binomio
es cero.

Reglas para la division sintética.
Para dividir un polinomio S entre X7 , se procede como sigue:

1.- En la primera linea se escriben los coeficientes “o-%:"---%: del dividendo

f(x)

x . .
cn f(x) su coeficiente se escribe como cero.

y el nimero » separado y a la derecha. Si alguna potencia de x no aparece

2.- Se escribe el coeficiente principal “? como primer término de la tercera linea

a (2'1.

y se multiplica por 7, escribiendo “¢” en la segunda linea debajo de

a

3.- Sesuma % con el producto ?¢"y se escribe la suma %" ¥ %en la tercera

linea.

4.- Se multiplica #” T %ipor r, se escribe le producto en la segunda linea debajo

de “2 y se suma con “ escribiéndose la suma en la tercera linea.

5.- Se continua de esta manera hasta que se usa como sumando “» escribiéndose

la suma en la tercera linea. El ultimo ntimero de la tercera linea es el residuo; los
numeros anteriores son los coeficientes del cociente correspondientes a potencias
descendentes de x.
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Actividades Complementarias

1..- Un paracaidista, con una masa de 68.1 kgs salta de un globo aerostatico
fijo. Con la ayuda de la ecuacion ( 9 ), calcule la velocidad antes de abrir el
paracaidas, coeficiente de resistencia = 12 kg/seg.

Datos:

m = 68.1
c =125
g =9.8m/s

v(t) =gm/c (1 - e mr )

2.- Resolver el ejemplo anterior mediante una solucién
numérica para calcular la velocidad. Emplear un tamafio del paso
de 2 segundos.

Datos:

m = 68.1 kg
c= 12.5kg/s
g =9.8m/s
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