5. INTEGRALES MULTIPLES
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5.

INTEGRALES MULTIPLES

5.1

Integrales iteradas

Una integral iterada es una integral evaluada multiples veces sobre una
misma variable (en contraste con una integral mdltiple, que consiste en un
namero de integrales evaluada con respecto a diferentes variables).

Es importante tomar en cuenta en qué posicion vienen dados los limites de
las integrales en cuestidén para saber en qué orden seran ejecutados los
procesos de integracidén simple; es decir, reconocer si se va integrar
primero considerando la diferencial dx o la diferencial dy o viceversa.

Ahora veremos cOmo se pueden presentar este tipo e integrales:

ﬁnydx ; J.: J.Oz dydx ; J.Ol Lsydxdy ;
(2o (Lo [ oo
Definicion Integral doble iterada en dominio simple respecto de z. Sea [} C

[a,B] % [c,d] un dominio simple respecto de & (como en la definicién 2.1.1), y sea f{r. y) continua

en D). Se llama Integral doble iterada de | en el dominio I} al nimero:

b i) _
[( B ffr-yjdy) dr
a olx)
b Vi)
[f r@waay= [ e [ reay
D a o)

Definicion Integral triple iterada en dominio (tridimensional) simple respecto

de r.y o de y.x.
Sea D C [a,b] = [e. d] * [e. b] un dominio simple respecto de =,y o de y. x(como en la definicién
3.1.1), ¥ sea f(x,y,2) continna en D). Se Nama Integral triple iterada de f en el dominio D al

mimero: |
f f,;. ( f:y:] fla, yu) drdy

Wi,y
ff fle, y.z) dedydz = [f drdy ! fle gy, 2)d=
n I &{x,y)

que se denota

que se denota

Ejemplo:
l -
Resolver .[ozxydx ’

Soluciéon

ZyEde = 2yX22= [YXZt = [y(1)2 - Y(O)Z]: y



Ejemplo Calcular

/// xyz dedydz
D

en el dominio sélido D del espacio x, y, 2 que tiene por ecuaciones:

D={(r,y,z) € R :0<ao<1,—x< y<2r, w4y <2< 2o+ y)

1 2 2oy
I = /// xyz dredydz :] rr.’;rr/ d;_;/ ryzdz =
D 0 —r x4y
1 2 L2| 2ty 1 2z (2 + )% — (z+y)?
= dx Ty — dy = dx TY - 5 dy =
0 —a = z:;z:-|—'y 0 - =
1 RIS 1 ‘ - y=2zx
3 . 3 . 1 .
= [ d.r] (0;1.’33{ + .1'2y2> dy = f TR e T dr =
0 —r = 0 4 3 y=—=x

1 _ _
— 9.3'.);2 i'2"'3—5"3—-‘2_£-2'_.3 L
_—4 (4.1 (2x) —|—3.z (2x) 4‘1. (—x) 3.1 (—x) dr =

Yas Ss 3 15\ bor g 21 S
_A 3a +§.1 —Z‘I —5—5‘1 c‘r_/o(j.z J(‘I_I'?

5.2. Definicion de integral doble: areas y volimenes

Rl

| -1

r=0

Definicidn.- Si f esta definida en una regidn cerrada v acotada B del plano xjy, entoneces la integral doble
de f sobre R esta dada por

yldd= 1 o) AA,
ffﬂf{r u) ||.\|'|]10§ﬁr )

siempre que €l limite exista. en cuyo caso [ es integrable sobre R.

Se debe enfatizar que las condiciones de esta definicion son suficientes
pero no necesarias para la existencia de la integral doble.

El célculo del valor de una integral doble directamente de la definicién es
muy tedioso, por lo que existe un teorema para integrales dobles.

Teorema fundamental para integrales dobles. Si la integral doble

/fgf () 4 de f en R existe, y si la region R es de alguno de estos dos
tipos: acotada cuya frontera es una curva cerrada simple y rectificable, y
cada linea que pasa por un punto interior de R y perpendicular al eje x
interseca a la frontera de R en solo dos puntos (region R tipo T1) o si cada
linea que pasa por un punto interior de R y perpendicular al eje y interseca
a la frontera de R solo en dos puntos (regién R tipo T2). O si R es la union
de un numero finito de regiones del tipo T1 o T2, las integrales iteradas se
pueden usar para calcular la integral doble.



Sea F{(x,y,x)| z = F(x,y), (x,y) € R} una funcién que es continua en
laregién cerrada y acotada R.

i. SiResdeltipoT1 y esla graficade {(x,y)|Gi(x) <y < G,(x),
a < x < b}, donde G, y G, son continuas en [a,b] entonces

b G2(x)
ffF(x,y)dA:f f F(x,y) dydx
R a Gi(x)

ii. SiResdeltipoT2 y eslagraficade {(x,y)|H,(y) < x < H,(y),
¢ <y <d},donde H, y H, son continuas en [c,d] entonces

d H2(v)
ffF(x,y)dAzf f F(x,y) dxdy
R c Hi(y)

Calculo de areas:
Consideramos la region R acotadapora<x<b y gi(x) <y < g,(x). El

area plana R esta dada por la integral
b 92(x)

fab[gz(x)—gl(x)]dx= [ | davax

a g1(x)
1. Si R estd definida por a < = < b ¥ q(r) < y < go(z). donde g ¥ g2 son continuas en [a.b], entonces el

area de R estd dada por
b rox(z)
A:]j dy dx
a Sau(r)

2. Si R estd definida por hy(y) < r < ha(y) ¥ ¢ € y < d, donde h; ¥ hs son continuas en [c, d], entonces el

area de R estd dada por
ES’:a d  phalw)
A:[ j dx dy
e Jhyly)

MNota: En caso de que los cuatro limites de integracidn sean constantes, la region R es un rectangulo.

Ejemplo
o Utilizar una integral iterada para hallar el area de la region lmitada por las grificas de f{x) = sen 2 ¥
) T L
glx) =cosr, entre s = — yxr = —.
Nz e 1
, % reens 3 z | .
Area = [ f dy dr = [ [Wion = die = f [sen x — cos x) dr = [—cos x — sen e]%’ =2
§ Joosz I T

Calculo de volumenes:
Definicion.- 51 f estd definida en una regidn cerrada v acotada R del plano ry. entonces la integral doble
de f sobre R esti dada por

m

H ] 4= 1 Cis i."lL-L
.[jj;ﬂ'i v II—"nI]I]i'Jr.gjr[‘;l )

1
siempre que el limite exista, en cuvo caso f es integrable sobre R.

MNota: 5i f es integrable en una region plana B v f(x. ) > 0 para todo (x, ) € R. entonces el volumen de la
regidn solida que se encuentra sobre R v bajo la grafica de f se define como

T:fLﬂWMA



Hallar el volumen de la regidn sélida acotada por el paraboloide z = 4 — 2® — 3y? v el plano .
Haciendo z = 0, se comprueba que el borde de la regidn sobre el plano xy es la elipse & + 2 = 4, luego
nuestra region de integracion la comstituyen los puntos sobre la elipse v en el interior de ésta ¥ queda
descrita por

—2< <2, _1I'II gygun'_

Por lo tanto el volumen pedido es

2 '!'l_ﬂza 2 Q0,3 b% 4 2
V= 4—a® — 9% dy dr = 4 — 2 —“‘”] de=—— [ (4—2%)F de =
j:ﬂ/;\.-“—;“{ * v)dy de }‘;2[( =y 31 = * 31.-'@];2( TP de

efectuando el cambio de variable x = 2 sen &

128 (% (1+ cos(28)

= 2
4 z P —
= cos I df = = 427 w.
31.-'@,[_% 16 cos™8 ok 393 ) 5 ) df = 427w

5.3. Integral doble en coordenadas polares
Consideremos la region A determinada por las semirrectas 6=, f=a
y las curvas r = f1 (), r = f2 (6), como en la figura 6. Supongamos que A
gueda incluida por completo en el sector
R:"r" a"#g'
Sean my n dos enteros positivos y hagamos
dr_8  dg_f-c
m f

Cubrimos ahora R por una red de arcos circulares de centro O y radios r,
2r,...mr y trazamos rectas desde O tales que el angulo formado por dos
rectas consecutivas cualesquiera sea siempre el mismo e igual a Ag, R
gueda dividido en tres tipos de subregiones:

a) exteriores de A;

b) interiores de A, y

c) atravesadas por el contorno de A.

Prescindimos que todas las del primer tipo e incluimos todas las del
segundo. En cuanto a las del tercero podemos, incluir algunas, todas o
ninguna. Aquellas que hayan de incluirse se numeraran en cierto orden por
1,2, 3,..., N, eligiendo en cada una de ellas un punto (rk, k).



Se multiplica el valor de F (funcién dada, definida sobre la regién A) en
cada punto (rk, k) por el area de la correspondiente subregion, y se
suman los productos asi obtenidos; es decir, consideramos la suma

M

M
Sm> Flh Bilddy =S Ay, G5 asak
L=1 =1

[

Ady= iy ABAS

El radio del arco interior que limita Ak es rk-Yar; el del exterior, rk-Yar;
por consiguiente

2 2
Adp=Lin el ar g - L+ 2 A1) A8

Consideremos el limite de las sumas cuando tienden a 0 las
diagonales de todas las subregiones.

Si la funcion F es contindia y la region A esta limitada por curvas
continuas rectificables, las sumas tienen como limite la integral doble
de F extendida a A:

i

lirr £, 8 rﬂﬁﬂr=f IFﬁE 74
. (e By y (e &7

k=1

Este limite puede calcularse utilizando la siguiente integral iterada:

LIFm a0 =‘E; Lﬁfi;fm ) ar 5e



Es posible utilizar primero coordenadas cartesianas para escribir la integral
doble y transformarla después a coordenadas polares.

Cambio de variables: coordenadas polares

b
En una integral simple f F(z) dx se puede efectuar un cambio de variable x = g(u), con lo que dr = ¢'(u) du,

v obtener
b o
f flz) dz = f flaw)] ¢'(w) du

donde a = g(e) ¥ b = g(d). Nétese que el proceso de cambio de variable introduce en el integrando un factor
adicional, ¢'(u). Esto también ocurre en el caso de integrales dobles

[ [ v aa= [ [ fiatn.o). )

donde el cambio de variables r = g(u,v) e y = h(u,v) introduce un factor llamado jacobiano.

drdy Oy dx

3udv  Budu du dv

Definicidn.- Si x = g(u,v) e y = h(u,v), entonces el jacobiano de x e y con respecto de u y v, denotado por
a(x,y)

, es
G(u, v)

or 0z

Oayy) _| 0w Ov | Gzdy by

d(u,v) 8y Oy dudv  Oudv
ou  Ov

Hallar el jacobiano para el cambio de variables que nos lleva de las coordenadas cartesianas a las polares.

Es decir

z=rcos e y=rsent

dr Oz
B 98 cosfl —r sen
g(l'f g) _ - =1 cos?@+r sen’@ =r
(r,9) @ @ sen  reosé
ar 08

5.4. Aplicaciones de la integral doble (geométricas y fisicas)

Las integrales dobles tienen multiples aplicaciones en fisica y en geometrfa. A con-
tinuacién damos una relacién de alguna de ellas.

1. El drea de una region plana R en el plano xy viene dada por una integral doble.

area(R) = / /;? dxdy

2. El volumen V encerrado entre una superficie z = f(x,)(> 0) y una regién R en el
plano xy es

V=[] fa,y)dedy



3. Sea f(x,y) la funcién de densidad (=masa por unidad de drea) de una distribucién
de masa en el plano xy. Entonces la masa total de un trozo plano R es

M = [[ fx,y)dudy

4. El centro de gravedad de la masa del trozo plano R anterior tiene coordenadas T, i
donde:

7= [ 2f @ yixdy, 5= [[ viwy)izdy

5. Los momentos de inercia [, e I, de la masa de K con respecto a los ejes = e y
respectivamente son:

L= [[ v*f(e,v)izdy; 1= [[ f(x,y)dody

5.5. Definicidon de integral triple
Una integral triple es una generalizacion de una integral doble en el mismo
sentido que una doble es una generalizaciéon de una integral sencilla.
Esto es, una integral triple extiende el concepto de una integral al caso en
gue F es una funcion de tres variables independientes cuyo dominio es una
region cerrada acotada en el espacio de 3 dimensiones.
En este tipo de espacio los conceptos de conjunto abierto, conjunto
cerrado, region, punto frontera, punto interior, region cerrada, y region

cerrada acotada son definidos por extensiones de las definiciones en el
espacio de dos dimensiones, con una adaptacién de la terminologia.

Supongamos que

F={(xyzwlu=F(y2),xy2) € R’}

Es una funcién de tres variables independientes cuyo dominio es una
region cerrada acotada R®. Sea Nk3 una red de R®, sea

TP = {Ce,y1,20), (62, Y2, 22), o, (60, Vis 20, s (i, Vio 21D} con (33, 93,2,) € RY |

un aumento de N2, formemos la suma

k
Z F(x;,yi, ) AV;
i=1



5.6.

Si existe un namero | con la propiedad de qué dado un nimero ¢ > 0 existe
un namero § > 0 tal que

k
ZF(xi»J/i»Zi),AVi —I|<e
i=1

para todas las redes N2 y aumentos T3 con forma N? < &, entonces este
Gnico namero es la triple integral (Riemann) de F sobre la region R®, y la

representamos
I=ﬂ-fF(x,y,z)dV
R3

La existencia de una integral triple sobre una regién R® depende no sélo de
la naturaleza de F sino también de la naturaleza de R®.

Teorema. Si F es continua sobre una region cerrada acotada R® cuya
frontera consiste de la union de un nimero finito de superficies uniformes

entonces
fff F(x,y,z)dV existe
R3

Integral triple en coordenadas cilindricas y esféricas

Célculo de integrales triples en coordenadas cilindricas

A continuacién deseamos calcular una integral triple dada en coordenadas
rectangulares

ff f(x,y,z)dv
en coordenadas cilindricas. !
Para ello, sif(x, y, z) es una funcién continua y si definimos
g(r,0,z) = f(rcosf,rsend)

tenemos la siguiente relacion entre las integrales:

_gf(x,y,z)dV=_UjU g(r,0,z)rdv

Donde la integral triple se calcula mediante integrales iteradas segun
convenga el orden de integracion.



Ejemplo:

1,1
Plantee la integral J J szz dy dx en coordenadas cilindricas.

Solucion:
Observe que:
0<z< 4, 0<y<+1-x* y 0<x<1

Usando las ecuaciones de transformacion, se tiene para describir el solido sobre el cual se
integra:

Luego,

4

1 V152 4 w1 1, 4
J J zdz dy dx= 555zrdzdrd0=§5jzrdzd0dr

Céalculo de integrales triples en coordenadas esféricas
A continuacién deseamos calcular una integral triple dada en coordenadas
rectangulares

g f ey, 2)dv

en coordenadas esféricas.

Para ellos, si f(x, y, z) es una funcién continua y si definimos

9(p,0,9) = f(pcosBseny, psendseng, pcosy)

10



tenemos la siguiente relacion entre las integrales:

fff flx,y,z)dV = fff f(pcosBseng, psenBseng, pcose)p?senpdV
U
R

Donde la integral triple se calcula mediante integrales iteradas.

Ejemplos
3, Yog 9%yt 1
Plantee la integral j J z (x? +y* +2*)2dz dy dx en coordenadas
esféricas. h
Solucion:
Observe que:

S \f9-x2-y2; V9-x2 <y< 9-x* y -3<x<3

Es decir, la region de integracion corresponde al solido limitado por el casquete superior
de la esfera centrada en el origen de radio 3.

Usando las ecuaciones de transformacion, se tiene que, para describir el solido sobre el
cual se integra:

Luego,
3, Yo V9-22y? 1 _ oS
z(x*+y* +z*)3dzdydx = Jlj J(pcostl) p)p’ sen® dp do d@
~9x?

5.7. Aplicaciones de la integral triple

1. Volumen de un sélido

El volumen de un sélido (S) cualquiera, viene dado por:

Volumen(S) = [ff 1 dedydz

2. DMasa,momentos respecto a los planos coordenados y centro de
masa de un sélido

Denotamos por d: R £ B*2 — R+ (continua) la densidad del sélido S.

m=ff]cﬂ(‘t',y‘z)ah'dydz
S

m La masa viene dada por,

11



3.

= Los momentos respecto de los planos coordenados se definen como

. ﬂ.{xy://‘[zd(‘{:,y‘ z) dedydz
S

o My — / / / yd(r,y, =) dedyd=
S

o M, ://]xrd(x,y,z) drdydz
s

My, M, Mxy)

m El centro de masa es: _ _
m  m m

Momentos de inercia de un solido

Los momentos de inercia respecto de los ejes vienen dados por:

. IxZ//[SI(yQ-I—;L'Q)d(;{;y,z)dxdydz
- Iy://ﬁ(.};g—f—zg)d(.{r,y,z}d.};dydz
- I, =//fg(-.u2 +y?) d(x,y, z) dedyd=

12



